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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Grundlegendes iiber Derivate!

Definition: Ein Derivat ist ein Finanzinstrument, dessen Auszahlung an den Wert
anderer Variablen, der sogenannten underlyings, gebunden ist. Dem Wortursprung
folgend, sagt man, dass sich der Wert eines Derivates ableiten ldsst. Solche underlyings
konnen Wertpapiere, Waren, Wechselkurse oder dhnliches sein.

Derivate haben sich auf ganz natiirliche Weise entwickelt, eigentlich gibt es sie schon seit tau-
senden Jahren. Man konnte zum Beispiel das Versprechen eines Bauern, zu einem gewissen
Zeitpunkt in der Zukunft eine gewisse Menge seiner Ernte gegen eine vereinbarte Leistung zu
tauschen, als einen Forward-Kontrakt ansehen.

In den letzten 25 Jahren haben Derivate auch in der Finanzwelt grofle Bedeutung erlangt. An
Derivatborsen etwa werden standardisierte Kontrakte gehandelt, deren Bedingungen von der
jeweiligen Borse festgesetzt werden.

Das grolere Handelsvolumen weist jedoch der sogenannte OTC-Handel auf. OTC steht dabei
fiir over the counter (iiber den Tresen). Es handelt sich um Finanztransaktionen, die nicht iiber
die Borse abgewickelt werden, also auflerborslichen Handel, der iiber Telefon, hauptséchlich aber
via Internet betrieben wird. Dies hat den Vorteil, dass individuelle Produkte gehandelt werden
konnen, im Gegensatz zu den standardisierten Kontrakten an den Borsen.

1.2 Einfache Derivate!

1.2.1 Forward-Kontrakte

Definition: Die Verpflichtung, eine gewisse Anzahl von Einheiten an einem Underlying,
zu einem gewissen Zeitpunkt in der Zukunft zu einem gewissen Preis zu kaufen oder zu
verkaufen, nennt man einen Forward-Kontrakt.

Dabei unterscheidet man zwischen den Positionen der beiden Vertragspartner. Der Kéufer
des Underlyings nimmt die sogenannte long-Position, der Verkdufer hingegen die
short-Position ein.




Charakteristisch fiir Derivate ist, dass man bei Vertragsabschluss den Lieferpreis, also den Preis,
der fiir das Underlying zum Lieferzeitpunkt bezahlt wird, so berechnet, dass keiner der Vertrags-
partner einen Gewinn erwarten kann.

Daher ergibt sich fiir den zu vereinbarenden Lieferpreis folgende Formel:

F() = S[)BTT (1.1)

wobei gilt:

F}. bezeichnet man als den Forward Preis zum Zeitpunkt k. Dieser entspricht dem zu vereinba-
renden Lieferpreis, wenn der Forward-Kontrakt zur Zeit k abgeschlossen wiirde.

Si. bezeichnet man als den Spot Preis, den Preis den das Underlying zur Zeit k wirklich besitzt.
T bezeichnet die verbleibende Zeit bis zum Lieferzeitpunkt.

r bezeichnet den risikolosen Zinssatz.

Der Forward Preis zu Vertragsabschluss entspricht also dem iiber die Laufzeit aufgezinsten
Spot Preis.

Da der Spot Preis des Underlyings bis zum Lieferzeitpunkt allerdings nicht unveréndert blei-
ben, sondern variieren wird, wird sich natiirlich auch der Wert des Forward-Kontrakts, der
urspriinglich 0 betragt, verdndern. Man berechnet diesen wie folgt:

_ —rT
K
wobei gilt:
K bezeichnet den vereinbarten Lieferpreis des Forward-Kontrakts,
F}. den Lieferpreis, der zu vereinbaren wére, wiirde der Kontrakt zum Zeitpunkt & geschlossen
und f den Wert eines Forwards in der long-Position zum selben Zeitpunkt.

Vertauscht man Fy und K, so erhéilt man den Wert aus der Sicht der short-Position.

Bemerkung: Es wurden iibliche vereinfachende Annahmen iiber den Forward Preis getroffen:

Es gibt keine Transaktionskosten.

e Man bekommt den gleichen Zins fiir Kredit und Veranlagung.

short selling ist moglich, d.h. es ist moglich die short-Position in einem Forward-
Kontrakt einzunehmen, obwohl man das Underlying zu diesem Zeitpunkt gar nicht besitzt,
weil man es sich borgen kann.

e Die Lagerung des Underlyings bis zum Lieferzeitpunkt ist méglich (Obst konnte ver-
faulen) und verursacht keine Kosten (Lagerhalle, Versicherung).

e  Der Nutzen, den der Besitz des Underlyings mit sich bringen kann, wird nicht beriicksichtigt.

1.2.2 Future-Kontrakte

Da sich Forwards als sehr niitzlich erwiesen haben, hat sich eine Borse dafiir entwickelt. Dies
sorgt fiir Sicherheit und Bequemlichkeit im Handel mit Forwards, da die Borse die Suche nach



einer Gegenpartei iibernimmt, das Gegenparteirisiko fillt also weg. An einer Borse werden, wie
bereits zuvor erwéhnt, standardisierte Kontrakte gehandelt, was beziiglich Forward-Kontrakten
allerdings ein Problem mit sich bringt, da sich der Forward Preis stindig &ndert. Man wiirde
also tausende Vertridge pro Tag abschlieffen, die mit Ausnahme des vereinbarten Lieferpreises
vollig ident sind.

Daher gibt es als Alternative Future-Kontrakte. Diese unterscheiden sich eigentlich nicht beson-
ders von Forward-Kontrakten, allerdings mit einer gravierenden Ausnahme genannt marking to
market:

Der Future Preis, der zu Vertragsabschluss dem Forwardpreis entspricht, wird wahrend der
Laufzeit des Kontrakts jeden Tag neu berechnet, sodass der Wert des Future-Kontrakts immer
0 betrégt, was den Handel damit sehr erleichtert. Gleichzeitig wird die Differenz zwischen dem
neuen und dem alten Future Preis, abhéngig von der Verdnderung, von einem sogenannten
Margin Konto abgehoben oder darauf einbezahlt. Jeder der Vertragspartner muss ein solches
Konto zur Verfiigung stellen.

Der gravierende Unterschied zwischen einem Forward- und einem Future-Kontrakt besteht also
darin, dass es bei einem Forward erst zum Lieferzeitpunkt zu Zahlungen kommt, bei einem
Future hingegen jeden Tag Zahlungen erfolgen.

Bemerkung: Es ist naheliegend, dass der Future und der Spot Preis gegen den selben Wert

konvergieren.

1.2.3 Swaps

Definition: Die Vereinbarung zweier Vertragspartner die iiber eine gewisse Zeitdauer
anfallenden Zahlungsstrome zu tauschen, nennt man einen Swap.

Der wahrscheinlich wichtigste Vertreter von Swaps ist der sogenannte Plain Vanilla Swap. Dabei
wird ein variabler Zinssatz, wie z.B. LIBOR, gegen einen konstanten Zinssatz getauscht, wobei
sich beide auf denselben Nominalbetrag beziehen.

Dies wird haufig genutzt, um dem Risiko von schwankenden Zahlungen zu entgehen, indem man
sie gegen konstante eintauscht.

1.2.4 Optionen

Definition: Eine europiische Option gibt seinem Besitzer die Moglichkeit, nicht die
Pflicht, zu einem gewissen Zeitpunkt das Underlying fiir einen gewissen Preis zu kaufen
(Call) oder zu verkaufen (Put).

Die Auszahlung einer européischen Call-Option betrigt max(Sy — K).
Fiir die européische Put-Option gilt entsprechend max(K — St).

! Abschnitte 1.1: ,Grundlegendes iiber Derivate* und 1.2: , Einfache Derivate® folgen [DL, Kapitel 10]



Kapitel 2

Zinsderivate

Definition: Ein Zinsderivat ist ein Derivat, dessen Auszahlung von einem Zinssatz
abgeleitet wird. Das Underlying kann also zum Beispiel eine Option, ein Swap oder
dhnliches sein.

Zinsderivate haben in den achtziger und neunziger Jahren stark an Bedeutung gewonnen. Daher
ist es wichtig Verfahren zur Bewertung und Absicherung solcher Produkte zu entwickeln.

Jedoch erweisen sich Zinsderivate als schwieriger zu bewerten als Aktien- oder Wahrungsderivate.
Dafiir gibt es einige Griinde:

e Das Verhalten eines einzelnen Zinssatzes ist komplexer als das eines Aktien- oder Wech-
selkurses.

e Es ist oft notwendig ein Modell zu entwickeln, das das Verhalten der gesamten Spot-
Rate-Kurve beschreibt.

e Die Volatilitdten an verschiedenen Punkten der Rendite-Kurve sind unterschiedlich.

e  Zinsséitze werden sowohl fiir die Diskontierung als auch fiir die Bestimmung der Aus-
zahlung des Derivats herangezogen.

Die folgenden vier Abschnitte beschéftigen sich mit den drei am weitesten verbreiteten OTC-
Zinsderivaten und deren Bewertung.

2.1 Black- und Black-Scholes-Modell?

2.1.1 Black-Scholes-Modell

Die folgenden Formeln zur Bewertung européischer Optionen, die 1973 vertffentlicht wurden,
nennt man Black-Scholes Formeln:

2 Abschnitt 2.1: , Black- und Black-Scholes-Modell“ folgt [JH, Kapitel 13]



Sei ¢ der Preis einer européischen Call-, sowie p der Preis einer européischen Putoption,
Sp der Wert des Underlyings der Option, K der Ausiibungspreis, o die Volatilitdt, T die
Restzeit bis zum Ausiibungszeitpunkt und St logarithmisch normalverteilt. Dann gilt:

c=S®(d1) — e T K®(dy) (2.1)
p=e"TK®(—dy) — So®(—dy)

mit dy o = ﬁ(ln( 29 —) &+ 30°T)

Beweis:

Zu zeigen ist, dass fiir die erwartete Auszahlung einer Option auf ein Underlying, dessen loga-
rithmisch normalverteilter Wert V' sei und w die Standardabweichung von InV sei, folgendes
gilt:
Elmax(V — K,0)] = E[V]®(dy) — K®(d2) (2.3)
2

mit dy 5 = L (In(Z) + 2.

Sei g(V') die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von V. Dann gilt:

o0
Elmax(V — K,0)] = / V — K)g(V) dV
K
Da V logarithmisch normalverteilt ist, gilt, dass InV normalverteilt ist mit Erwartungs-
2
wert m = In(E[V]) — % und Varianz w?. Daher ist Q = IHVT_m eine standardnormalverteilte
2
Zufallsvariable und besitzt die Dichtefunktion ¢(Q) = -1 ~% und die Verteilungsfunktion

Var©
1 Q-2
q)(Q) = ﬁfiooe 2 dﬂf

Schreibt man das obige Integral iiber V zu einem Integral iiber Q um und spaltet es dann
auf, so erhilt man:

Blmax(V-K,0) = [ ("0 K)p(@d@ = [ emRu(@uig-K /
i (2.4)

Durch Einsetzen der Dichtefunktion im Term em+ng0(Q), Durchfiihrung einiger einfacher Um-

w2
formungsschritte und nochmaliger Verwendung der Dichtefunktion erhélt man o(Q —w)e™ 2 .
Mit dieser Umformung folgt also aus Gleichung (2.4):

w2 0 o]
evm+7 [nKm SO(Q B w)dQ _K InK—m QO(Q)dQ
E[V} w w
®(d1) ®(ds)

Man erkennt leicht, dass die beiden Integrale auch mittels der Verteilungsfunktion ®(Q) ge-
schrieben werden konnen. Das erste Integral ergibt dann 1 — @(MT_’" —w) = ‘1>(m_wM + w).
Setzt man jetzt noch fiir m ein, so bekommt man genau ®(d;).
Fiir das zweite Integral erhélt man analog ®(ds).

2

Setzt man jetzt auch noch in €™z fiir m ein, erhélt man E V].



Somit wurde die Giiltigkeit von Gleichung (2.3) bewiesen.

Bemerkung: Der obige Beweis belegt die Richtigkeit des allgemeinen Ansatzes des Black-
Scholes-Modells. Um die Formeln zur Bewertung européischer Optionen zu erhalten, muss uns
bewusst sein, dass der Wert einer européischen Kaufoption folgender ist:

¢ = e "' E[max(St — K,0)]was mit Gleichung (2.3) also weiter gleich e=""(E[S7]®(d1) —
K®(dy)) ist. Sei nun E[St] = Spe’T, so erhalten wir die Black-Scholes Formel zur Bewer-
tung européischer Kaufoptionen mit St logarithmisch normalverteilt.

Bemerkung: Obige Bemerkung gilt natiirlich analog fiir européische Verkaufsoptionen.

2.1.2 Black-Modell

Da man sich in der Finanzwelt mit dem Black-Scholes-Modell und dessen Annahmen der loga-
rithmischen Normalverteilung, sowie des Volatilitdtsmafles zur Beschreibung der Unsicherheit
bereits angefreundet hatte, wurden Versuche unternommen das Modell dahingehend zu erwei-
tern, sodass es auch auf Zinsderivate Anwendung finden sollte.

Dazu betrachten wir das Black-Modell, das urspriinglich zur Bewertung von Rohstoff-Futures
vorgeschlagen wurde:

Sei P[0, T der Wert einer Nullkupon-Anleihe, die zum Zeitpunkt 7" den Betrag 1 ausbe-
zahlt, also ein risikoloser Zinssatz, Fy der Forward-Preis des Underlyings S, dem dieselbe
logarithmische Normalverteilung unterstellt wird wie zuvor und ov/T die Standardabwei-
chung von In(Sr).

Dann gilt:

c= P[0, T|(Fo®(d1) — K®(d2)) (2.5)
p= P[0, T)(K®(~d2) — Fo®(—d1))

mit dy o = ﬁ(ln(%) + 3027)

rT

Bemerkung:  Setzt man Sy = Fye "’ und verwendet P[0,T] anstelle von e™"" so erhilt

man die obigen Formeln direkt aus den Black-Scholes Formeln.

Fiir den Fall, dass man die Auszahlung fiir den Zeitpunkt 7' berechnet, sie in Wirklichkeit
aber erst zum Zeitpunkt 7™ erfolgt, verwendet man folgende Formeln:

c= P[0, T7](Fo®(d1) — K®(d2)) (2.7)
p = P[0, T*|(K®(—dz) — Fo®(—d1))

mit dy o = ﬁ(ln(%) + 20°T)




Anwendbarkeit

Wenn die verwendeten Zinssdtze konstant oder deterministisch sind, gibt es keine Probleme.
Dann entspricht der Future-Preis dem Forward-Preis und es gilt E[Sr] = Fp in einer risikoneu-
tralen Welt.

Sind die Zinsséitze allerdings stochastisch, sind zwei Punkte zu kléren:

e Der Forward-Preis entspricht nicht dem Future-Preis. Wieso kann man trotzdem den
Forward-Preis verwenden?

e  Warum kann man bei der Diskontierung die Tatsache vernachléssigen, dass die Zinssétze
stochastisch sind?

Es wird sich zeigen, dass sich die beiden Annahmen ausgleichen, das Modell also keine Ndherungs-
l6sungen, sondern exakte Ergebnisse liefert.

2.2 Anleiheoptionen?®

Der folgende Abschnitt wird sich nun mit sogenannten Anleiheoptionen beschéftigen:

Definition: FEine Option auf den Kauf oder den Verkauf einer Anleihe nennt man eine
Anleiheoption.

Eingebettete Anleiheoptionen

Bei einer eingebetteten Anleiheoption handelt es sich um Optionen, die in den Anleihebedin-
gungen festgeschrieben sind, um diese entweder fiir den Emittenten oder den Kéaufer attraktiver
zu machen.

Fin Beispiel dafiir wire etwa ein sogenannter , Callable Bond“. Dabei besitzt der Emittent
der Anleihe die Moglichkeit, die Anleihe gegen einen vorher vereinbarten Preis zu bestimmten
Zeitpunkten zuriickzukaufen. Man kann also sagen, dass der Kaufer der Anleihe dem Emitten-
ten eine Kaufoption verkauft hat.

Ublich dabei ist, dass die ersten Jahre eine Sperrfrist gilt, und danach der Riickkaufwert, also
der Ausiibungspreis der Option, kontinuierlich sinkt.

Der Wert der Kaufoption spiegelt sich in der Anleihenrendite wider. Ublicherweise erzielen
Callable Bonds eine hohere Rendite.

Fin anderes Beispiel ist der sogenannte ,,Puttable Bond“, wobei es sich im Prinzip um das Ge-
genstiick zum Callable Bond handelt. Hierbei besitzt nun der Kdufer der Anleihe Ausiibungs-
rechte, und zwar ist es ihm gestattet zu gewissen Zeitpunkten den vorzeitigen Riickkauf der
Anleihe gegen einen zuvor vereinbarten Preis zu verlangen. Man kann also sagen, dass er eine
Verkaufsoption vom Emittenten erworben hat.

Da die eingebettete Verkaufsoption den Wert der Anleihe fiir den Kaufer erhoht, bieten Putt-
able Bonds iiblicherweise eine eher niedrigere Rendite.



Weitere Beispiele wéren unter anderem die Mdéglichkeit zur vorzeitigen Tilgung von Krediten,
sowie zur vorzeitigen Entnahme einer Einlage ohne Einbuflen oder eine Kreditzusage einer Bank.

Européische Anleiheoptionen

Bei einer européischen Anleiheoption handelt es sich also um eine Option auf den Kauf bzw.
Verkauf einer Anleihe zu einem gewissen Zeitpunkt gegen einen gewissen Preis. Viele OTC-
Anleiheoptionen und einige eingebettete sind européischen Typs. Dieser Teilabschnitt beschéftigt
sich nun mit deren Bewertung:

Sei der Anleihepreis bei Falligkeit der Option logarithmisch normalverteilt. Dann sind
die bereits bekannten Formeln des Black-Modells insofern zur Bewertung geeignet, als dass
man den Forward-Preis Fy durch den Forward-Anleihepreis Fg ersetzt, sowie die Volatilitéit
o durch die Volatilitat des Forward-Anleihepreises op. Die Standardabweichung des loga-
rithmus des Anleihepreises zur Filligkeit der Option sei wie gehabt opV/T.

Dann gilt:

c=P[0,T](Fp®(d1) — K®(d2)) (2.9)
p = P[0, T[(K®(—d2) — Fp®(—di)) (2.10)
mit dy o = UBlﬁ(ln(%B) + 503 T) und Fp = g,

Dabei bezeichnet By den Preis der Anleihe zum Zeitpunkt 0 und I den Barwert der Ku-
ponzahlungen.

Theoretische Begriindung

Mit der Annahme einer risikoneutralen Welt gelangen wir zu folgenden Ergebnissen:
1)  Der Preis einer Kaufoption auf eine Anleihe betrégt ¢ = P[0, T|E[max(Br — K,0)]

2)  Der Erwartungswert des Anleihepreises zum Zeitpunkt 7" ist gleich dem Forward-Anleihe-
preis E[By] = Fp

Da der Anleihepreis als logarithmisch normalverteilt angenommen wird, erhélt man die Formeln
(2.9) und (2.10) zur Bewertung einer Anleiheoption, indem man auf den Preis der Kaufoption
(Punkt 1) Gleichung (2.3) anwendet und den Forward-Anleihepreis (Punkt 2) einsetzt. Dazu
kommt natiirliche eine analoge Vorgehensweise fiir die Verkaufsoption einer Anleihe.

Man kann also den heutigen Zinssatz zur Diskontierung verwenden, wenn man auflerdem den
erwarteten Anleihepreis gleich dem Forward-Anleihepreis setzt.

10



2.3 Zinscap und Zinsfloor?

Zinscap

Bei einem Zinscap handelt es sich um eine weitverbreitete, am OTC-Markt angebotene Zinsop-
tion:

Definition: Ein Zinscap ist ein Finanzinstrument, dessen Ausschiittung nur dann
eintritt, wenn ein variabler Zinssatz R} die sogenannte Cap Rate Ry iibersteigt. Die Hohe
der Ausschiittung hingt dann von der Hohe der Uberschreitung ab.

Es handelt sich hierbei also sozusagen um eine Zinsobergrenze, die den Besitzer des Caps
vor zu hohen Zinszahlungen schiitzen soll.

Beispiel: Ein Kreditnehmer vereinbart mit seiner Bank, dass der Zinssatz an den 6-monatigen
LIBOR-Zinssatz angepasst wird, d.h. die Hohe der Verzinsung seines Kredits dndert sich alle
6 Monate. Diese Zeitspanne nennt man auch ,, Tenor“, 6 = tx11 — tx. Da der Kreditnehmer
nicht mochte, dass der Zins ein gewisses Niveau iibersteigt, erwirbt er einen Zinscap. Liegt nun
zu irgendeinem Zeitpunkt ¢y, k € [1,7T], der variable Zinssatz Ry iiber der Cap Rate Ry, so
bekommt der Kreditnehmer zum néchsten Auszahlungszeitpunkt die Differenz beziiglich des
Nominalbetrages L zuriickbezahlt.

Man beachte, dass eine Uberschreitung der Cap Rate durch den variablen Zinssatz im Zeit-
punkt des Erwerbs des Caps iiblicherweise nicht zu einer Auszahlung fiihrt.

Zinscap als Portfolio von Zinsoptionen

Sei T' die Laufzeit eines Zinscaps mit Anpassungszeitpunkten t1, ...,t, und t,y1 =T, L der No-

mialbetrag, Rx die Cap Rate und Ry, der zur Zeit t;, beobachtete und fiir das Intervall [ty t511)

giiltige LIBOR-Zinssatz. Dann liefert der Cap zum Zeitpunkt ¢;1 folgende Ausschiittung:
Loy max(Rr — Rk, 0)

Dies entspricht einer Kaufoption auf den zur Zeit ¢; beobachteten LIBOR-Satz und wird als
Caplet bezeichnet.

Fin Zinscap kann als ein aus n solchen Caplets bestehendes Portfolio betrachtet werden.

Zinsfloor

Ein Zinsfloor wird analog zu einem Cap definiert:

11



Definition: Ein Zinsfloor ist ein Finanzinstrument, dessen Ausschiittung nur dann
eintritt, wenn ein variabler Zinssatz Ry einen bestimmten Wert Ry unterschreitet. Die
Hohe der Ausschiittung hdngt dann von der Hohe der Unterschreitung ab.

Hierbei handelt es sich also um eine Zinsuntergrenze, die den Besitzer vor Einbuflen durch
einen zu niedrigen Zinssatz bewahren soll.

Mit der gleichen Notation wie bei einem Zinscap fithrt der Floor im Zeitpunkt ¢t 11,k =1,2,...,n
zu einer analogen Ausschiittung:

L max(Ryg — Ry, 0)

Dies entspricht einer Verkaufsoption auf den zur Zeit t; beobachteten LIBOR-Satz und wird als
Floorlet bezeichnet.

Collar

Ein Zinscollar besteht aus der Kombination eines Caps mit einem Floor. Er dient also dazu
einen Zinssatz zwischen 2 Werten zu halten. Meist nimmt man beim Cap die long-Position und
beim Floor die short-Position ein: ist der Zinssatz zu hoch bekommt man die Differenz, ist er
zu niedrig bezahlt man sie.

Ublicherweise ist der Collar so gestaltet, dass Cap und Floor zu Beginn den gleichen Preis
haben, also keine Kosten fiir den Einstieg in den Collar anfallen.

Put-Call-Paritéit fiir Cap und Floor

Im folgenden haben alle Finanzinstrumente dieselbe Laufzeit und dieselben Anpassungstermine:
Haben ein Zinscap und Zinsfloor dieselbe Cap Rate Ry, dann gilt mit einem Swap, der zum
Erhalt des LIBOR-Satzes gegen die Zahlung eines fixen Zinssatzes Ry berechtigt:

Wert des Caps - Wert des Floors = Wert des Swaps
Beweis:

Nimmt man eine long-Position im Cap und eine short-Position im Floor ein, so ergeben sich
folgende Zahlungsstrome:

Swap: (LIBOR—-Rk) fiir jeden Zeitpunkt

Cap: (LIBOR—Rk) fiir LIBOR> Ry

Floor: —(Rg—LIBOR) = (LIBOR—Rg) fir Rxg >LIBOR

= Cap+Floor: (LIBOR—Rg) fiir jeden Zeitpunkt

Der Swap weist also den gleichen Zahlungsstrom auf, wie der Cap und der Floor zusammen. Auf

Grund der unterschiedlichen Positionen, die fiir den Cap und den Floor eingenommen werden,
ergibt sich fiir den Wert des Floors das negative Vorzeichen. Also gilt die Put-Call-Paritét.

12



Bewertung von Caps und Floors

Geméf} den vorangegangenen Abschnitten bietet ein Cap fiir den zum Zeitpunkt t; beobachte-
ten Zinssatz zum Zeitpunkt ¢z eine Auszahlung von L, max(Ry — Rx,0).

Sei nun der zum Zeitpunkt k& beobachtete Zins Ry logarithmisch normalverteilt mit der Volati-
litdt o, so ergibt sich fiir ein Caplet bzw. analog fiir ein Floorlet folgende Formel:

L6x P[0, t 1] (Fu®(dy) — Ric®(ds)) (2.11)
L8y P[0, tr1) (R ®(—do) — F®(—dy)) (2.12)
mit dy o = Uk\l/rk(ln(%() + 507tk),

wobei Fj, die sogenannte Forward Rate bezeichnet. Dabei handelt es sich um jenen Zinssatz
der aus heutiger Sicht fiir den Zeitabschnitt von t; bis 541 gelten wird (Fy = E[Ry]).

Der Wert eines Caps/Floors ist also die Summe aller Caplets/Floorlets, von denen jedes
seperat zu berechnen ist.

Bemerkung: Man verwendet entweder fiir jedes einzelne Caplet/Floorlet unterschiedliche Vola-
tilitdten (Spot-Volatilitét) oder fiir alle dieselbe, die dann allerdings abhéngig von der Laufzeit
des Caps/Floors variiert (Flat-Volatilitit).

Theoretische Begriindung
Mit der Annahme einer risikoneutralen Welt gelangen wir zu folgenden Ergebnissen:

1)  Der Preis eines Caplets, das eine Auszahlung zum Zeitpunkt t5; bietet, betrégt
Ly P[0, tg1]) Elmax(Ry, — Rx,0)].

2)  Der Erwartungswert des Zinssatzes, der zum Zeitpunkt ¢ gilt, ist gleich der Forward
Rate: E[Ry] = Fy.

Da der beobachtete Zinssatz als logarithmisch normalverteilt angenommen wird, erh&lt man die
Formeln (2.11) und (2.12) zur Bewertung eines Caplets, indem man auf den Preis des Caplets
(Punkt 1) Gleichung (2.3) anwendet und die Forward Rate (Punkt 2) einsetzt. Dazu kommt
natiirliche eine analoge Vorgehensweise fiir ein Floorlet.

Man kann also den heutigen Zinssatz zur Diskontierung verwenden, wenn man auflerdem den
erwarteten Zinssatz gleich der Forward Rate setzt.

2.4 Swaption?

Definition: Eine Swaption ist eine Option auf einen Zinsswap. Ihrem Inhaber verleiht sie
das Recht, nicht die Pflicht, zu einem gewissen Zeitpunkt in einen Zinsswap einzusteigen.
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Beispiel: Eine Firma nimmt in 6 Monaten einen Kredit mit variabler Verzinsung auf. Eigentlich
wiirde sie aber lieber konstante Zahlungen abgeben. Dieses Problem kann die Firma durch einen
Swap losen. Da das Vertragsverhiltnis aber nicht sofort, sondern erst in 6 Monaten beginnt,
steigt das Unternehmen gegen eine Pramie in eine Swaption ein, die ihm die Mdglichkeit gibt, zu
Vertragsbeginn in einen Swap mit konstanten Zinsen von 8% einzusteigen. 6 Monate spéter er-
kundigt sich die Firma iiber aktuelle Swaps. Betragen deren geforderte konstante Zinszahlungen
weniger bzw. mehr als 8%, so wird das Unternehmen die Swaption verfallen lassen bzw. ausiiben.

Bemerkung:
e Die Laufzeiten der in Frage kommenden Swaps und des Kredits miissen {ibereinstimmen.

e Alternativ zur Swaption gibt es auch den sogenannten Forward-Swap, bei dem keine
Pramie verlangt wird, der dafiir aber den Inhaber dazu verpflichtet in den Swap einzu-
steigen.

Bewertung von europiischen Swaptions

Sei die Swap Rate st - das ist jener konstante Zinssatz, der in einem zur Zeit T emittierten
Swap, fiir eine bestimmte Laufzeit n und m Auszahlungsterminen pro Jahr, mn-mal gegen den
LIBOR-Satz getauscht werden kann - zur Falligkeit der Swaption logarithmisch normalverteilt
mit Volatilitéit o.

Sei weiter s der in der Swaption vereinbarte konstante Zinssatz und L das Nominalkapital.
Vergleicht man die Zahlungsstrome eines Swaps mit konstanten Zinsen st mit jenen eines Swaps
mit konstanten Zinsen sy, so erhélt man als Auszahlung einer Swaption, bei der man konstante
Zahlungen téatigt bzw. bekommt, fiir einen bestimmten Zeitpunkt:

L
— max(s7 — sk, 0)
m

bzw.
— max(sxg — s7,0).
m

Bezeichnen nun 11,75, ..., Trny, die Auszahlungstermine iiber die gesamte Laufzeit, so folgt der
Wert der Swaption als Summe der Zahlungsstréme zu den einzelnen Auszahlungsterminen:

> %P[Ov T)(s0®(d1) — sk ®(dp)) (2.13)
i=1
bzw. .
> %P[O’ T)(sx®(—d2) — s0®(—d1)), (2.14)

mit dyp = ﬁ(ln(ﬁ—;) + 1027,

wobei sg die Forward Swap Rate - also den zum Zeitpunkt 0 erwarteten konstanten Zins,
eines zum Zeitpunkt 7" emittierten Swaps - bezeichnet.

Man definiert die sogenannte Annuitit A als den Wert des Kontrakts, der % zu den Zeit-
punkten 7;(1 < i < mn) bezahlt, also A = L 3" P[0, T;]. So vereinfacht sich die Darstellung
des Werts der Swaption zu:
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LA(SO(I)(dl) - SKq)(dQ)) (215)

bzw.

LA(s®(—do) — so®(—dy)). (2.16)

Theoretische Begriindung

Mit der Annahme einer risikoneutralen Welt gelangen wir zu folgenden Ergebnissen:
1) Der Wert einer Swaption betrégt LAE[max(s7 — sk, 0)]

2)  Die fiir den Zeitpunkt T erwartete Swap Rate sp ist gleich der Forward Swap Rate:
E [ST] = S0

Da der erwartete konstante Zinssatz eines zum Zeitpunkt 7" emittierten Swaps als logarithmisch
normalverteilt angenommen wird, erhélt man die Formeln (2.17) und (2.18) zur Bewertung einer
Swaption, indem man auf den Wert einer Swaption (Punkt 1) Gleichung (2.3) anwendet und die
Forward Swap Rate (Punkt 2) einsetzt. Dazu kommt natiirliche eine analoge Vorgehensweise
flir eine Swaption, bei der konstanter und variabler Zins umgekehrt getauscht werden.

Man kann also Zinssétze zur Diskontierung als konstant betrachten, wenn man auflerdem die
erwartete Swap Rate gleich der Forward Swap Rate setzt.

2.5 Resiimee

Jedes der drei vorgestellten Modelle ist (fiir sich allein) in sich konsistent. Dies gilt allerdings
nicht untereinander, da immer nur einer der drei zukiinftigen Werte - der Anleihepreis, die Spot
Rate oder die Swap Rate - als logarithmisch normalverteilt angenommen werden kann.

Das Black-Modell findet eine breite Anwendung fiir Zinscaps (und -floors), européische An-
leiheoptionen sowie européische Swaptions. Keine Beriicksichtigung im Modell findet allerings
die Verénderlichkeit von Zinssétzen, was auch der Grund dafiir ist, wieso es zur Bewertung
amerikanischer Swaptions, strukturierter Anleihen und Callable Bonds nicht geeignet ist.

Moglichkeiten um auch solche Finanzinstrumente zu bewerten, werden im néchsten Abschnitt
mit sogenannten Zinsstrukturmodellen behandelt.

3 Abschnitte 2.2: , Anleiheoptionen®, 2.3:  Zinscap und Zinsfloor® und 2.4: ,Swaption“ folgen [JH, Kapitel 26]
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Kapitel 3

Short-Rate-Modelle

3.1 Short Rate*

Definition: Der Zinssatz r, der zum Zeitpunkt ¢ fiir einen unendlich kleinen
Zeitabschnitt gilt, heiit Short Rate oder momentaner kurzfristiger Zinssatz.

Wir betrachten die Short Rate in einer risikoneutralen Welt, d.h. in einem sehr kurzen Intervall
[t,t + At] kann im Mittel r(t) At erwirtschaftet werden.

Sei 7 der durchschnittliche Wert von r iiber das Zeitintervall [t, T], R(t,T) der Zinssatz zum
Zeitpunkt ¢ bei stetiger Verzinsung fiir eine Periode 7' — ¢t und P[t,T| wie zuvor der Preis einer
Nullkupon-Anleihe zur Zeit ¢, die zum Zeitpunkt T den Betrag 1 ausbezahlt. Dann gilt:

E[e_F(T_t)} _ P[t,T] _ E[e—R(t,T)(T—t)]

=

1
T—1
Gesucht werden also Modelle, die den Prozess von r darstellen. Hat man diesen Prozess

nimlich vollsténdig bestimmt, so kann man mit Hilfe von Gleichung (3.1) jeden Zinssatz fiir
jede Laufzeit und jeden Zeitpunkt berechnen.

R(t,T) = — In(E[e T (3.1)

Man brauch also Short-Rate-Modelle:

3.2 Gleichgewichtsmodelle*

Gleichgewichtsmodelle beginnen normalerweise mit Annahmen tiber 6konomische Variablen, lei-
ten einen Prozess fiir die Short Rate r her und untersuchen dann, was aus dem Prozess fiir die
Anleihen- und Optionspreise folgt.

Grundsétzlich wird der Prozess von r durch einen Ito-Prozess der Form

dr = m(r)dt + s(r)dz (3.2)
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beschrieben. Dabei bezeichnet m(r) die momentane Drift, einen Richtwert fiir den Zuwachs von
r, und s(r) die momentane Standardabweichung. m und s hingen zwar von r ab, sind aber
zeitunabhéngig.

Fin Ein-Faktor-Modell, also ein Modell das nur von einer Variablen abhéngt, ist weniger ein-
schrinkend, als man meinen sollte. Zwar kénnen sich Zinssétze in einem beliebig kurzen Intervall
nur in dieselbe Richtung &ndern, um welchen Betrag ist jedoch offen.

3.2.1 Rendleman-Bartter-Modell
Der Prozess von r ist mit m(r) = pr und s(r) = or gegeben durch
dr = pr dt 4+ or dz,

wobei p und o Konstanten sind.
Der Prozess folgt einer geometrischen Brownschen Bewegung und kann durch einen Binomial-
baum dargestellt werden.

Hier wird angenommen, dass sich kurzfristige Zinssétze wie Aktienkurse verhalten. Dabei han-
delt es sich um einen natiirlichen Ansatz, der allerdings nicht optimal ist. Zinssétze tendieren im
Laufe der Zeit erfahrungsgeméf zu einem langfristigen Durchschnittsniveau. Dieses Phénomen
bezeichnet man als Mean Reversion oder Mittelwerttendenz.

Es gibt auch zwingende 6konomische Griinde dafiir, warum Mean Reversion existiert: Ist der
Zins zu hoch, so wird die Wirtschaft gebremst, die Nachfrage sinkt, also fillt der Zins. Ist hin-
gegen der Zins zu niedrig, so nimmt das Ganze den umgekehrten Verlauf.

Die Nicht-Beriicksichtigung von Mean Reversion im Rendleman-Bartter-Modell stellt ein grofles
Manko dar.

3.2.2 Vasicek-Modell

Hier lautet der Prozess fiir  mit m(r) = a(b—r) und s(r) = o
dr=a(b—r)dt+ o dz,

wobei a,b und o Konstanten sind.

Der Vorteil dieses Modells liegt darin, dass es Mean Reversion berticksichtigt. Die Short Rate r
wird von a auf ein Niveau b hingezogen.

Der Nachteil besteht darin, dass die Short Rate in ungiistigen Fillen negativ werden kann.
Sobald a,b und o bekannt sind, ist R(¢) nur noch von r(t) linear abhingig, also die Zins-

strukturkurve vollstdndig beschreibbar. Diese ist entweder nach oben oder unten geneigt oder
ist mit einem Hiigel versehen.

3.2.3 Das Modell von Cox, Ingersoll und Ross

Der Prozess von r ist mit m(r) = a(b — r) und s(r) = o/r gegeben durch

dr=a(b—r) dt+o/r dz,
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Dieses Modell weist dieselbe Drift wie das Vasicek-Modell auf, beriicksichtigt also auch Mean
Reversion, allerdings ist die Standardabweichung der Verdnderung der Short Rate proportional
VRV

Die Zinsstrukturkurve kann steigend, sinkend oder gekriimmt sein.

Auch hier ist R(t) linear abhéingig von r(t). Der Wert von r(t) bestimmt also das Niveau der
Zinsstrukturkurve zum Zeitpunkt ¢, nicht allerdings die grundsétzliche Form, die von ¢ abhéngt.

Wichtig ist, dass die Short Rate hier nicht negativ werden kann.

3.2.4 2-Faktor-Modelle

Es wurden auch einige Versuche mit 2 Faktoren unternommen:

e  Brennan-Schwartz-Modell: Der Prozess der Short Rate r tendiert zu einem langfristigen
Zinssatz R, der wiederum einem stochastischen Prozess folgt.

e  Longstaff-Schwartz-Modell: Hier wird von einem allgemeinen Gleichgewichtsmodell fiir
die Okonomie ausgegangen und dann ein Zinsstrukturmodell mit stochastischer Volatilitit
abgeleitet. Das Modell erweist sich als gut handhabbar.

3.3 No-Arbitrage-Modelle*

Ein Nachteil der Gleichgewichtsmodelle besteht darin, dass sie nicht automatisch an die anféingliche
Zinsstruktur angepasst sind. Zwar ist dies durch eine geschickte Wahl der Parameter annéhernd
zu erreichen, jedoch wirken sich bereits kleine Fehler an dieser Stelle sehr stark auf die spéteren
Bewertungen von Finanzinstrumenten aus. Daher ist das Vertrauen in die Preise, die von den
Modellen geliefert werden, eher gering.

Im Gegensatz dazu stimmen No-Arbitrage-Modelle exakt mit der aktuellen Zinsstruktur iiberein.
Die aktuelle Zinsstruktur ist hier sozusagen ein Modell-Input, wogegen sie bei den Gleichge-
wichtsmodellen einen Modell-Output darstellt.

Die momenate Drift m(r) hingt bei Gleichgewichtsmodellen nicht, bei No-Arbitrage-Modellen
allerdings sehr wohl von der Zeit ab. Dies liegt daran, dass die anfingliche Form der Kurve den
weiteren Pfad bestimmt.

Die folgenden Modelle wurden von Gleichgewichtsmodellen in No-Arbitrage-Modelle iibergeleitet,
indem die Drift des kurzfristigen Zinssatzes zeitabhéngig modelliert wurde.

3.3.1 Ho-Lee-Modell

Das Modell wird in Form eines Binomialbaums von Anleihepreisen mit zwei Parametern aus-
gefithrt: Erstens die momentane Standardabweichung der Short Rate o, die konstant ist, und
zweitens der Marktpreis des Risikos der Short Rate 6(t). Das Modell konvergiert in stetiger Zeit

gegen
dr =6(t) dt + o d=.

Dabei ist () eine Funktion der Zeit, die so gewihlt wird, dass das Modell an die anfiingliche
Zinsstruktur angepasst ist. Aulerdem gibt 6(¢) die mittlere Richtung an, in die sich r zum Zeit-
punkt ¢ bewegt, unabhégig von der Héhe von 7.
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0(t) kann analytisch berechnet werden als
0(t) = F4(0,t) + o’t, (3.3)

wobei F(0,t) die momentane Forward Rate mit Félligkeitstermin ¢ zum Zeitpunkt 0 ist. Der
Index ¢ bezeichnet die partielle Ableitung. Néherungsweise gilt 6(¢t) = F;(0,¢). Daher folgt auch
die durchschnittliche Richtung, in die sich die Short Rate bewegt, ndherungsweise der momen-
tanen Forward-Kurve. Diese wird jedoch von normalverteilten Gréfien iiberlagert.

3.3.2 Ein-Faktor-Modell von Hull-White

Bei diesem Modell handelt es sich um eine Erweiterung des Vasicek-Modells mit der, bei No-
Arbitrage-Modellen ja bekanntlich iiblichen, exakten Anpassung an die anfingliche Zinsstruktur:

dr=1[0(t) —ra] dt + o dz:a[@—r] dt + o dz,

wobei a und o Konstante sind.

Man kann das Hull-White-Modell auch als Ho-Lee-Modell mit Mean Reversion oder als Vasicek-
Modell mit zeitabhéngigem Reversionsniveau betrachten. Auf jeden Fall ist gut erkennbar, dass
das Hull-White-Modell fiir ¢ = 0 dem Ho-Lee-Modell entspricht, dieses also ein Spezialfall des
Hull-White-Modells ist.

Auch dieses No-Arbitrage-Modell ist analytisch gut handhabbar. 6(t) kann folgendermafien be-

rechnet werden: )

0(t) = F,(0,t) + aF(0,t) + %(1 — e~2aty (3.4)

Wenn man den letzten Term, der sehr klein ist, vernachléssigt, bekommt man
F;(0,t)4+a[F(0,t) —r] als Driftrate des Prozesses fiir r zum Zeitpunkt ¢. Auch hier folgt also r im
Mittel der Steigung der anfianglichen Forward Rate-Kurve, allerdings haben wir hier zusétzlich
noch Mean Reversion. Weicht r von der Kurve ab, kehrt es mit der Rate a wieder zuriick.

Ein Nachteil dieses Modells liegt logischerweise wie beim Vasicek-Modell darin, dass die Short
Rate negativ werden kann.

3.3.3 Black-Karasinski-Modell

Im Gegensatz zu den beiden Modellen zuvor besteht bei dem von Black und Karasinski entwor-
fenen Modell

dlnr=[0(t) —a(t)Inr] dt + o(t) dz
die Moglichkeit nicht, dass die Short Rate negativ wird.

Nachteilig wirkt sich jedoch aus, dass bei diesem Modell der zukiinftige Wert der Short Ra-
te r nicht nomalverteilt wie bei Ho-Lee und Hull-White, sondern logarithmisch normalverteilt
ist. Daher erweist sich das Modell als analytisch schlecht handhabbar.
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3.3.4 Zwei-Faktor-Modell von Hull-White

Dieses Modell beruht auf einer dhnlichen Idee wie das Gleichgewichtsmodell mit zwei Faktoren
von Brennan und Schwartz:

Af(r) = [0(t) + u—af(r)] dt + o1 dz

Dabei ist die Zufallsvariable u eine Komponente des Revisionsniveaus von r, kehrt mit einer
Rate b auf den Wert 0 zuriick und folgt dem Prozess

du = —bu dt + o9 dzo.

a,b, o1 und o9 sind Konstanten, dz; und dze Wiener Prozesse mit der momentanen Korrelation
p. 0(t) ist so zu wihlen, dass das Modell mit der anfinglichen Zinsstruktur konsistent ist.

Dieses Modell erlaubt im Gegensatz zu Ein-Faktor-Modellen umfangreichere Zinsstrukturbe-
wegungen und Volatilitdtsstrukturen fiir r.

3.4 Zinsbiume?

FEin Zinsbaum ist eine zeitdiskrete Darstellung des stochastischen Prozesses der Short Rate r,
dhnlich wie Aktienkursbdume die Entwicklung von Aktienkursen beschreiben.

Wenn ein Zeitschritt im Baum die Linge At hat, handelt es sich bei den Zinssétzen im Baum
um stetige Zinssétze fiir das Zeitintervall At.

Eine iibliche Annahme bei der Konstruktion von Zinsbdumen ist, dass der Zinssatz R fiir den
Zeitabschnitt At dem selben Prozess folgt, wie r im entsprechenden zeitstetigen Modell.

Der wesentliche Unterschied zwischen Aktienkursbiumen und Zinsbdumen besteht darin, dass
fiir Aktienkursbaume zumeist ein und derselbe Zinssatz zur Diskontierung an allen Knoten des
gesamten Baumes verwendet wird, wogegen bei Zinsbdumen in jedem einzelnen Knoten der
Diskontierungssatz variiert.

AuBlerdem verwendet man fiir Zinsbdume meist einen Trinomialbaum, anstatt eines Binomial-
baumes, da man dadurch einen Freiheitsgrad mehr zur Verfiigung hat und so Eigenschaften wie
Mean Reversion besser beriicksichtigen kann.

Die tibliche Verzweigung eines Trinomialbaumes besteht logischerweise aus einem aufsteigenden,

einem gleichbleibenden und einem fallenden Ast (Eins-aufwirts-,Geradeaus- und Eins-abwirts-
Verzweigung).

Alternativen dazu sind unter anderem die ,, Zwei-aufwirts-, Eins-aufwérts und Geradeaus-Verzweigung*,
sowie die ,,Geradeaus-, Eins-abwérts- und Zwei-abwérts-Verzweigung“. Diese alternativen Ver-
zweigungen erweisen sich zur Beriicksichtigung von Mean Reversion bei sehr hohen bzw. nied-

rigen Zinssétzen als vorteilhaft.

3.4.1 Verfahren zur Konstruktion von Zinsbidumen
Gezeigt wird das Verfahren anhand des Hull-White-Modells
dr =[0(t) — ar] dt + o d=.

Wie das Resultat dann auf andere Modelle verallgemeinert werden kann, folgt spéter.
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Der erste Schritt

Ein Zeitschritt im Baum sei At und der Zinssatz R folge fiir ein Intervall At dem selben Prozess
wir r, also:

dR=[0(t) — aR] dt + o dz
Dies ist durchaus sinnvoll, wenn At gegen 0O geht.

Der erste Schritt besteht nun darin, einen Baum fiir eine Variable R* zu konstruieren, die
zu Beginn 0 ist und dem Prozess

dR* = —aR* dt + o dz

folgt.

Sei AR die Veréinderung eines Zinssatzes von einem Knoten zum n#chsten bei einer einfachen
Aufwirts- oder Abwartsbewegung.

Das Paar (i,j) bezeichne jenen Knoten im Baum, fiir den ¢ = ¢At und R* = jAR gilt, mit
1€ Ngund j € Z.

Grundsétzlich wird in jedem Knoten des gesamten Baumes die gewthnliche, oben beschriebene,
Verzweigung verwendet, allerdings ist darauf zu achten, dass an allen Knoten jeder Ast eine po-
sitive Eintrittswahrscheinlichkeit besitzt. Werden Zinssitze sehr grof3 bzw. klein so sollte man
die Verzweigung wechseln:

Es sei jmaz bzZw. Jmin jener Wert, bei dessen Uberschreitung bzw. Unterschreitung durch j, zur
,Geradeaus-, Eins-abwirts- und Zwei-abwérts-Verzweigung” bzw. zur ,Zwei-aufwérts-, Eins-
aufwarts und Geradeaus-Verzweigung® gewechselt wird, um Mean Reversion zu beriicksichtigen.

Das Inkrement R*(t + At) — R*(t) ist normalverteilt. Vernachléssigt man Terme hoherer Ord-
nung als At, so ist —aR*(t)At der Erwartungswert und o2At die Varianz des Inkrements.

Sei p, die Wahrscheinlichtkeit an einem Knoten, dass die hochste Verzweigung eintritt, die
vom Knoten ausgeht, sowie p,, jene fiir die mittlere Verzweigung und py jene fiir die niedrigste
Verzweigung. Diese Wahrscheinlichkeiten werden auf die erwartete Anderung und die Varianz
der Anderung in R* iiber At kalibriert. AuBerdem muss die Summe der drei Wahrscheinlichkei-
ten natiirlich eins ergeben. Dies fithrt zu drei Gleichungen mit drei Unbekannten.

So erhélt man zum Beispiel fiir die normale Verzweigung folgende Gleichungen:

PuAR — pgAR = —ajARAL
PuAR? + pgAR? = 02 At + a?j2AR2AL?
Pu+Pm+pa=1

Durch 16sen des LGS erhélt man Werte fiir die drei Wahrscheinlichkeiten, die nur noch von j,
also der Hohe des Zinssatzes, abhéngen. Das bedeutet, alle Knoten (i,7),7 > 0, mit fixem j
weisen das gleich Wahrscheinlichkeitstripel auf.

Nun kann der Baum fiir R* aufgestellt werden. Es fillt auf, dass der Baum symmetrisch ist

und auch die Wahrscheinlichkeiten Spiegelbilder sind, d.h. an zwei Knoten (i, j) und (i, —j) fiir
beliebige, aber fixe ¢, 7 gilt py, = Pdys Pmi = Pmy UNd Pa; = Dus-
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Der zweite Schritt

Beim zweiten Schritt der Konstruktion eines Zinsbaumes handelt es sich um die Transformati-
on des Baumes fiir R* in einen Baum fiir R. Dazu miissen die Knoten so verschoben werden,
dass die anfiangliche Zinsstruktur exakt wiedergegeben wird. Dafiir definieren wir die folgenden
Variablen:

a(t) = R(t) — R*(t) sei die Differenz aus den zusammengehorenden Zinssétzen aus dem
R Baum und dem R* Baum und a; = a(iAt).
Qi ; sei der Barwert eines Wertpapiers, das bei Erreichen des Knotens (7, j) einen Betrag
von 1 ausbezahlt.

Die o; und @;; sind mit einem vorwérts gerichteten Verfahren so zu berechnen, dass die
anfangliche Zinsstruktur exakt wiedergegeben wird.

QQ,O =1 ist klar.

ap + R*(0) = ap muss mit dem momentan fiir die Laufzeit At geltenden Zinssatz R(0)
iibereinstimmen, ist also aus einer Tabelle fiir aktuelle Zinssétze ablesbar.

Qi1 = pue*ROAt gilt nach der Definition des Barwerts. Analog erhilt man (1o bzw.

(Q1,—1 durch die Verwendung von p,, bzw. pg.

o1 muss so gewahlt werden, dass sich der korrekte Preis einer in 2At falligen Nullkupon-
Anleihe ergibt. In den Knoten (1,1), (1,0) und (1,-1) ergeben sich die Werte e =1 +4E =1
und e~ =28 Der Preis vom Anfangsknoten (0,0) aus gesehen, betrigt also die Summe
dieser Preise mal der Wahrscheinlichkeit, dass die Knoten erreicht werden und der Diskon-
tierung. Dies muss dann mit der anfdnglichen Zinsstruktur iibereinstimmen, was abgelesen
werden kann:

Quie AR L Qioe ™ + Qi _je AR = g raar

wobei r; die fiir 4 Jahre geltende Spot Rate ist, hier gilt i = 2A¢. Somit kann «; berechnet
werden.

Q2,2,Q2,1,Q2,0,Q2,—1 und @2 _2 konnen als néchstes berechnet werden.

Sind die @;j,¢ < m,m > 0, bereits bestimmt, so kann im néchsten Schritt o, so
bestimmt werden, dass der Baum eine zu (m + 1)At fillige Nullkupon-Anleihe richtig
bewertet:

Am Knoten (m, j) gilt der Zinssatz o, + jAR(= o + R* = R).
Sei n,, die Anzahl der Knoten zu beiden Seiten des zentralen Knotens in mAt und P,
der Preis einer zur Zeit mAt filligen Nullkupon-Anleihe, dann gilt:

. In Z?;n_nm Qm,je_jARAt —In Pm+1
N At ’

(3.5)

Qo

wobei Pp,4+1 mit Hilfe einer Spot Rate Tabelle berechenbar ist und alles andere bekannt
sein sollte.
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e Nachdem jetzt o, bekannt ist, konnen die @); ; fiir i = m + 1 berechnet werden:

R

kAR
Q1 = Qe qlk, e @m +EARA (3.6)
k

wobei q(k,j) die Wahrscheinlichkeit fiir die Bewegung vom Knoten (m, k) zum Knoten
(m 4+ 1, 7) beschreibt.
Die Summation erfolgt iiber alle k, fiir die ¢(k, j) nicht 0 ist.

Erweiterung auf andere Modelle
Auch fiir Modelle der Form
df(r)=10(t) —af(r)] dt + o dz
folgt R dem selben Prozess wie r
df(R) =1[0(t) — af(R)] dt + o d=.
Zur Konstruktion eines Zinsbaumes setzt man x = f(R). Dann folgt auch = dem Prozess
dz =[0(t) — ax] dt + o d=z.

e 1. Schritt: Man konstruiert einen Baum fiir «*, das dem gleichen Prozess wie x mit
6(t) = 0 folgt und dessen Anfangswert 0 betrégt.

e 2. Schritt: Die Knoten zum Zeitpunkt ¢At werden um «; verschoben um eine exakte
Anpassung an die anfinglich Zinsstruktur zu erreichen.

e Die Formeln fiir o, und @);; miissen angepasst werden, die grundsitzliche Notation
bleibt erhalten:
Sei g die Inverse von f, sodass g(ay, + jAz) der Zinssatz fiir den Zeitraum At am Knoten
(m,j) ist. Dann gilt fiir den Preis der Nullkupon-Anleihe:

Ny, - m+7AT) AL
Py =0 Qm.je g(am+jAz)

J=—Nm

Fiir m = 0 gilt a9 = f(R(0)).
Fiir m > 0 ist ein numerisches Verfahren notwendig, um die Gleichung nach «,, auflésen
zu konnen.

Ist a, bekannt, kann der ndchste Schritt wie folgt gelost werden:

Qm+1,j = Zk Qm,kQ(k7j)6_g(am+kAz)At'

Die Wahl von f(r)
Wé&hlt man f(r) = r, so erhélt man das Hull-White Modell:

e Vorteil: Das Modell ist analytisch gut handhabbar.

e Nachteil: Es besteht die Moglichkeit, dass eine negative Short Rate auftritt. Dies ist
zwar sehr unwahrscheinlich, trotzdem wird das Modell von Analysten abgelehnt.

Wéhlt man f(r) = Inr, so erhélt man das Black-Karasinski-Modell:
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e Nachteil: Das Modell ist analytisch nicht 16sbar.

e Vorteil: Die Short Rate ist stets nicht negativ, aulerdem wihlen Héndler lieber Wer-
te fiir die Volatilitdt aus einem logarithmisch normalverteilten Modell, als aus einem
gewohnlich normalverteilten.

Bei niedrigen Zinssétzen treten gewisse Probleme auf. Im Hull-White-Modell kann dann das
Auftreten negativer Short Rates nicht mehr vernachléissigt werden, wenn die anfdngliche Short
Rate bereits sehr niedrig ist.

Bei Black-Karasinski kann dies dazu fithren, dass bei kleinen r eine viel hohere Volatilitdt auf-
tritt, als bei grofien. Liegt die Short Rate unter 1%, so kann eine Volatilitéit von 100% zutreffend
sein.

Ein scheinbar gut funktionierendes Modell besteht in einer Wahl fiir f(r) so, dass die Zinssétze
fiir r < 1% logarithmisch normalverteilt und fiir » > 1% normalverteilt sind.

4Abschnitte 3.1: ,Short Rate“, 3.2: ,Gleichgewichtsmodelle®, 3.3: ,No-Arbitrage-Modelle“ und 3.4:
,Zinsbdume* folgen [JH, Kapitel 28]
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