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1 Vorwort

Diese Seminararbeit basiert hauptséchlich auf dem Lehrbuch Analysis von Walter aus dem Jahr
1995 und dem Lehrbuch Hohere Analysis von Runckel aus dem Jahr 2000. Eine vollstdndige
Auflistung der verwendeten Literatur findet sich am Ende dieser Arbeit im Literaturnachweis.

2 Einleitung

Im Jahre 1894 verdffentlichte der holléindische Mathematiker Thomas-Jean Stieltjes eine ori-
ginelle Arbeit iiber Kettenbriiche, in welcher er ein neues spiter nach ihm benanntes Integral
f; fdg einfiihrte, wobei g eine Funktion darstellt.

Aber das Stieltjes-Integral fand zunéichst wenig Bedeutung. Das dnderte sich, als im Jahre 1909
der ungarische Mathematiker Friedrich Riesz, einer der Begriinder der Funktionalanalysis, ein
wichtiges funktionalanalytisches Problem 16ste. In seinem beriihmten Darstellungssatz zeigt er,
dass jede stetige lineare Abbildung L : C'(I) — R als Stieltjes-Integral

b
L) = / f(H)dg(t) mit g BV(I)

darstellbar ist, wobei I ein kompaktes Intervall ist und BV (I) die Menge der Funktionen von
beschrankter Variation auf I ist. In der Folgezeit wurde das Stieltjes-Integral, insbesondere in
seiner von Johann Radon entwickelten, im Lebesgueschen Sinne verallgemeinerten Fassung, zu
einem wirkungsvollen Arbeitsmittel der Analysis und zum Vorreiter der allgemeinen Mafi-und
Integrationstheorie.

3 Wiederholung zum Riemann-Integral

Die Bestimmung des Flidcheninhaltes von geometrischen Figuren in der Ebene gehort zu den
dltesten und prominentesten Aufgabenstellungen der Mathematik. Fine Vereinfachung und For-
malisierung des Problems bestehlt darin, Fldchen unter Graphen von reellen Funktionen zu
berechnen. Dadurch gelangt man zu einem Integralbegriff.

3.1 Oberes und unteres Integral

Sei [a,b] ein kompaktes Intervall, f eine reelle Funktion, sowie F' die Flidche zwischen der x-
Achse und I'(f), also dem Graphen der Funktion f. Eine erste Eingrenzung von F' erhélt man
durch

(b—a)-inf f<F<(b—a)-supf.
[a,b] [a,b]
Zur Verbesserung sucht man die Infimums-bzw. Supremumsbildung auf kleinere Intervalle zu
reduzieren. Man zerlegt also das Intervall [a, b].

Eine Zerlegung Z = I;,..., 1, eines Intervalls I = [a,b] ist eine Darstellung I = I; U I U
UL, =[a,t1) U [t1,t2] U--- U [tp—1, b] dieses Intervalls bei der die I; durch Teilung von I an
den Teilungspunkten t; < ty < --- < t,_1 entstehen. Entsteht eine Zerlegung Z’ aus Z durch
Einfiihrung zusétzlicher Teilungspunkte, so nennt man Z’ eine Verfeinerung von Z.

Zu jeder Zerlegung Z = [a = to,t1] U--- U [tp—1,b =ty von [a,b] erhélt man die



e Obersumme:

p
S(f,2) = (tj—tj1) -supf
j=1 h
und die
e Untersumme :
p
S(f.2) =D (t; = t;-1) inf f

<
Il
—

Fiir auf I beschrianktes f sind beide endlich.
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Abbildung 1: Unter- und Obersumme fiir die Funktion f(x) = ﬁ

Satz 3.1. Ist Z’ eine Verfeinerung von Z, so gilt:

S(f,2)<S(f,2") <S(f.2") < S(f, 2).

Das heifit, die Obersumme fillt, die Untersumme wéchst bei Verfeinerung. Und wir sehen,
dass Untersummen niemals groBer als Obersummen sind: S(f, Z1) < S(f, 22) fiir beliebige
Zerlegungen Z1, Zo von I.

Damit erhélt man, dass der F' zuzuordnende Wert zwischen dem von Darboux eingefiihrten

e unteren Integral:
b
[ f@)iz =sups(s,2)
J q zZ
und
e oberen Integral :

—=b

/af(x)da: = i%fg(f, Z)



von f iiber [a, b] liegen muss. a und b heiBen die Integrationsgrenzen, f heifit der Integrand.

Man definiert die Feinheit |Z| als das Maximum der Langen der zu Z gehorigen Teilintervalle
von I. Fiir jede auf [a, b] beschrinkte Funktion f gilt:
—=b

b
/f— lim S’(f, Z) und /f— lim S(f, Z)

12— 12—

Man kann daher das obere bzw. untere Integral einer integrierbaren Funktion f iiber [a,d]
berechnen als Limes der Ober-bzw. Untersummen von f zu den Zerlegungen einer einzigen
Folge Zj, von Zerlegungen von I mit limy_. |Zx| = 0.

3.2 Das Riemann-Integral

Riemann verwendete zur Approximation von F anstelle der in den Ober-und Untersummen
auftretenden Suprema und Infima Funktionswerte von f: Ist Z = {I;,...,I,} eine Zerlegung
von I, so nennt man jede Auswahl B = {by,...,b,} von Punkten b; € I; eine zur Zerlegung
Z gehorige Belegung von . Damit erhilt man die Riemann-Summe

p
S(f,Z,B) = Zt—tjl f(b;)
7j=1

von f zur Zerlegung Z und Belegung B.

Definition 3.2. (Riemann-Integral): Existiert bei beliebiger Wahl der zur jeweiligen Zer-
legung Z gehérigen Belegung B der Grenzwert limz_o S(f,Z,B) in R und ist er fiir alle
Belegungen gleich, so nennt man diesen Grenzwert das Riemann-Integral von f iiber [a,b];
symbolisch: f;f(a:)d:c oder kurz f; f.

Existiert f; f(x)dz, so nennt man f iiber [a,b] Riemann-integrierbar.

Satz 3.3. Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann iiber [a, b] Riemann-integrierbar, wenn
e f auf [a,b] beschriankt ist und

e das obere und das untere Integral von f iiber [a, b] gleich sind, oder gleichbedeutend:

1nf( (fv ) ﬁ(fa Z)) =0 oder |21,71‘IEO(§(f’ Z) _ﬁ(fa Z)) =0

b b —b
==
Satz 3.4. Ist f iiber [a, | und iiber [c, b] integrierbar mit a < ¢ < b, so auch iiber [a,b] und es

ilt:
) /abf:/:f+/:f und /abfz—/baf.

Es gilt dann:



3.3 Kiriterien fiir Integrierbarkeit

Satz 3.5. Jede auf einem kompakten Intervall [a, b] stetige Funktion ist iiber [a,b] Riemann-
integrierbar.

Satz 3.6. Das Abindern endlich vieler Werte einer Funktion f auf [a,b] &ndert nichts an deren
Integrierbarkeit. Der Wert des Integrals bleibt ungeéndert.

Lemma 3.7. Jede Funktion f, die auf [a,b] mit Ausnahme von endlich vielen Sprungstellen
stetig ist, ist iiber [a, b] Riemann-integrierbar.

Definition 3.8. (Lebesgue-Nullmenge): Eine Teilmenge N von R heifit Lebesgue-Nullmenge,
wenn sie fiir jedes e € RT durch hichstens abziihlbar viele offene Intervalle IS mit Gesamtlinge

Zz/:of I(IZ) < e iiberdeckt werden kann.

Satz 3.9. Eine auf [a,b] definierte reelle Funktion f ist genau dann iiber [a,b] Riemann-
integrierbar, wenn

e f auf [a,b] beschrinkt ist und

e die Menge der Unstetigkeitsstellen von f in [a, b] eine Lebesgue-Nullmenge ist, das heift,
dass f auf [a,b] fast tiberall stetig ist.

Lemma 3.10. Jede auf [a, ] beschrinkte Funktion mit héchstens abziahlbar vielen Unstetig-
keitsstellen ist iiber [a,b] Riemann-integrierbar. Speziell ist also jede auf [a, b] monotone Funk-
tion iiber [a,b] Riemann-integrierbar.

Lemma 3.11. Sind f und g iiber [a, b] Riemann-integrierbar und auf [a, b] fast iberall gleicher

Funktionswert, so gilt:
b b
[i-[s
a a

Fiir nichtnegative, iiber [a, b] Riemann-integrierbare Funktionen f gilt sogar:

b
/ f=0«<= f=0 (fast iiberall auf [a, b].

3.4 Zusammenhang zwischen Differenzieren und Integrieren

Definition 3.12. (unbestimmtes Integral): Fiir eine reelle Funktion f und jedes ¢ € D(f)
nennt man die Abbildung

x — /C:v f(t)dt

ein unbestimmtes Integral von f.

Satz 3.13. (Eigenschaften):
Jedes unbestimmte Integral f; f von f hat unabhéngig vom Startpunkt d € I denselben maxi-
malen Definitionsbereich. Je zwei derartige unbestimmte Integrale mit Startpunkten d; und ds



unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante |, dd; f.
Jedes unbestimmte Integral ist auf seinem maximalen Definitionsbereich stetig.

Jedes unbestimmte Integral ist an jeder Stetigkeitsstelle x des Integranden f differenzierbar; es
gilt dort:

& | s = s,

Definition 3.14. (Stammfunktion): Eine Funktion F' heifit Stammfunktion von f auf M C
D(f) N D(F), wenn fiir alle z € M gilt: F'(z) = f(x).

Satz 3.15. (Der Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung): Hat die Funktion
f auf einem Intervall I eine Stammfunktion F' und existieren dort die unbestimmten Integrale
von f, so gilt fiir jedes von ihnen:

/wf(t)dt — F(z) - Flo).

Im Fall der Existenz einer Stammfunktion F' von f gilt also auch an den Unstetigkeitsstellen
von f:

& | =r) = ),

das heifit: existieren auf I eine Stammfunktion F' von f und die unbestimmten Integrale von f,
so ist jedes von ihnen eine Stammfunktion.

Lemma 3.16. Stammfunktionen sind stets nur bis auf eine additive Konstante eindeutig be-
stimmt. Im Fall F’ = f gilt:
/ f=F+ec

fiir beliebige ¢ € R.

3.5 Eigenschaften des Integrals

Satz 3.17. (Eigenschaften): Im Fall der Existenz der entsprechenden Integrale bzw. Stamm-
funktionen gilt:

1 b b b
[Gra=[ 1+ [ g va S(+9)=50)+5) +c
2.
b b
/(af):a/f bzw. S(af)=aS(f)+c VaeR

3. ) )

f<g auf [a,b];‘/f</g
4,

/abf]s/:f\




Satz 3.18. (partielle Integration): Sind f und g auf [a,b] differenzierbar, so gilt:
1. Hat f’g auf [a, b] eine Stammfunktion, so auch fg¢’ und es gilt:

S(f'g)=fg—5S(fg)+c

2. Ist f’g und f¢’ iiber [a,b] Riemann-integrierbar, so gilt:

b b
/ (f'9)(@)dz = (fg)(x)[" - / (f¢)(x)dz

Satz 3.19. (Substitutionsregel): Ist ¢ eine differenzierbare Fuinktion, die [a, b] auf [a, 3] ab-
bildet, so gilt:

1. Hat f auf [«, 3] eine Stammfunktion, so gibt es auf [a, b] eine Stammfunktion von (fog)-¢’
und es ist dort

S(floe=S8((fop)-¢)+c

2. Hat f auf [o, 5] eine Stammfunktion oder ist ¢’ > 0 (bzw. < 0) auf [a,b], also ¢ dort
monoton, so gilt:

w(b) b
/ F(t)dt = / Flo(w)) - o (u)du
w(a) a

falls beide Integrale existieren.

3.6 Die Mittelwertsitze der Integralrechnung

Satz 3.20. (1. Mittelwertsatz): Sind f und g tiber [a, b] Riemann-integrierbar und ist g > 0
auf [a, b], so gibt es eine Zahl o mit inf(, 5 f < @ < supy,y) f, fiir die gilt:

b b
[ oz =a [ gla)as
ist f auf [a,b] stetig, so gilt a = f(c) fiir ein ¢ € [a, b] und es ist

/ '(fo) @)z = £(c) / ' g(a)da.

Fiir ¢ = 1 erhélt man speziell:

Lemma 3.21. Ist f iiber [a, b] Riemann-integrierbar, so gibt es eine Zahl o mit infly f<a<
supj, ) f, fiir die gilt:

/abf(x) —a(b—a).

Ist f auf [a, b] stetig, so gilt o = f(c) fiir ein ¢ € [a, b] und
b
[ f@de = 100 o).

8



Satz 3.22. (2. Mittelwertsatz): Ist f iiber [a,b] Riemann-integrierbar und ¢ auf [a, b] mo-

noton, so folgt:
/(fg) /f )da + g(b /f

fiir passendes ¢ € [a, b].

3.7 Die Integration von Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Mit Hilfe des Lebesgue-Nullmengen-Kriteriums und durch elementare Abschétzung erhélt man:

Satz 3.23. Ist {f,} eine auf [a, b] gleichméBig konvergente Folge Riemann-integrierbarer Funk-
tionen, so ist auch die Grenzfunktion dieser Folge iiber [a,b] Riemann-integrierbar und es gilt:

b b
/ hm fn= lim fn

n—oo

Satz 3.24. Ist ) 7 f, eine auf [a,b] gleichmiBig konvergente Reihe Riemann-integrierbarer
Funktionen, so ist auch die Grenzfunktion dieser Reihe iiber [a, b] Riemann-integrierbar und es

gilt: ) o .
[xn=x )

Bei gleichméBliger Konvergenz darf gliedweise integriert werden, d.h. darf man Limes und Inte-
gral vertauschen.

4 Riemann-Stietjes-Integral

4.1 Definition des Integrals

Bei der Konstruktion des Riemann-Integrals iiber Unter- bzw. Ober bzw. Riemann-Summen
werden Infima bzw. Suprema bzw. Funktionswerte des Integranden durch die Linge des ent-
sprechenden Zerlegungsintervalls gewichtet. Nun sollen auch andere Gewichtungen betrachtet
werden: man denke etwas bei einer Bewegung an eine Gewichtung durch die zuriickgelegte Stre-
cke anstelle der Linge des Zeitintervalls.

Analog zu den entsprechenden Begriffen fiir das Riemann-Integral kénnen entsprechende Ober-
und Untersummen definiert werden.

Definition 4.1. Seien f und g: [a,b] — L beschrinkte Funktionen und sei Z eine Zerlegung von
[a, b] mit der Teilungspunkten a = to,t1,...,tyz) = bund sei B = {b1,...,b,z)} die zugehorige
Belegung. Dann ist:

e die Stieltjes-Untersumme von f beziiglich g zur Zerlegung Z definiert durch

p(Z)

o(f, Z2,9)=Y_ inf f-(g(t;) = g(t;-1))

j= 1[tj 1’t]



e die Stieltjes-Obersumme von f beziiglich g zur Zerlegung Z definiert durch

p(Z)
a(f.2,9)=>_ sup f-(g(t;) —g(tj1))
j=1 [ti-1.t5]

e die Riemann-Stieltjes-Summe von f beziiglich g zur Zerlegung Z und zur Belegung B
definiert durch

o(f,2,B,9) =Y f(b)- (g9(t;) — g(t;1))

Fiir nicht monoton wachsendes ¢ ist im allgemeinen nicht zu erwarten, dass die Riemann-
Stieltjes-Summe zwischen den entsprechenden Unter-und Obersummen liegen. Ebensowenig
wird das Supremum der Untersummen bzw. das Infimum der Obersummen gleich deren Li-
mes fiir |Z| — 0 sein. Man gelangt daher zu zwei verschiedenen Integralbegriffen.

Definition 4.2. (Darboux-Stieltjes-Integral): Seien f und g: [a,b] — L beschréinkte Funk-
tionen und sei Z eine Zerlegung von [a, b]. Ist

supo(f,Z,9) =info(f,Z,y9),
z Z
dann heifit dieser Wert das Darboux-Stieltjes-Integral von f beziiglich g iiber [a, b].

Definition 4.3. (Riemann-Stieltjes-Integral): Seien f und g¢: [a,b] — L beschrinkte Funk-
tionen und sei Z eine Zerlegung von [a, b] und sei B die zugehérige Belegung. Konvergieren die
Riemann-Stieltjes-Summen fiir | Z| — 0 unabhingig von den gewihlten Belegungen gegen einen
einzigen Grenzwert, das heifit

lim o(1.2.5.9) / f(a)dg(a / fdg.

so nennt man diesen Grenzwert das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich g iiber [a, b].
Das heifit, es existiert genau der Wert I = f: fdg genau dann, wenn fiir beliebiges € > 0 eine
Zerlegung Z. von [a, b] existiert, sodass fiir alle Verfeinerungszerlegungen Z von 2. (Z D Z;)

und fiir alle RS-Summen S := o(f, Z, B, g) von f beziiglich g zur Z gilt: |S — I| < ¢.

Hier heifit f Integrand und g Belegungsfunktion oder Integratorfunkton von fab fdg.

Aus den RS-Summen folgt im Fall L = R¢ mit f = (f1,..., fa), 9= (91,...,9a)":

b b d b
fdg= [ (fi.-.., f)d(g1,...,92)" = fdgj,
L /a 1 d 1 d J;/a 7495

falls die rechte Seite existiert, und im Fall L = C mit f = f| +if2, g = g1 + g2

/ab fdg = /ab(fl +if2)d(g1 +ig2) = /abfldgl — /abfzdgz +i/abf2dg1 +iLbf1dgz,

falls die rechte Seite existiert.

Satz 4.4. Ist g auf [a,b] monoton wachsend, so gilt:

10



1. Fir alle Zerlegungen Z von [a, b] und alle zugehérigen Belegungen B gilt
g(f7Z7g) S U(f7Z7B7g) S 6(f7Z7g)'

2. fab fdg existiert genau dann, wenn

lim (5(f. 2,9) ~ o(f, Z,9)) = 0.

3. Aus der Existenz von fab fdg folgt die des entsprechenden Darboux-Stieltjes-Integrals und
dessen Gleichheit mit ff fdg.

4.2 Existenz des Integrals

Satz 4.5.(Cauchysches Integrabilititskriterium): Seien [a,b] C R, f : [a,b] — L,
g : la,b] — L gegeben, wobei L = C oder L = R%. Es existiert f; fdg genau dann, wenn
fiir beliebiges € > 0 eine Zerlegung Z(e) existiert, sodass fiir beliebige Z, 2" D Z(¢) und RS-
Summen o, ¢’ von f beziiglich g zur Z,Z', |0 — ¢'| < ¢ gilt.

Beweis

" _yn

Existiert [ := f; fdg € C, dann existiert laut der Definition fiir beliebiges ¢ > 0 eine Zer-
legung Z(e) von [a,b], so dass VZ,2' D Z(e) Verfeinerungen von Z(¢) und RS-Summen
S =o(f,Z2,B,9) und S’ = o(f,Z',B’,g) von f beziiglich g zu Z bez. Z’ gilt: |S — I| < ¢
und |S" —I| < e.

Dann haben wir insgesamt:

1S~ S| <|S—1I|+|S —1I] <2

” @77

Wihle e = 2 und sei S, = o(f, Z(1), B(2), g) eine RS-Summe von f beziiglich g zu Z(1),n € N.
Dann ist (S,)72; eine Cauchy-Folge. Das heifit:

Sei € > 0 gegeben. Man wéhle N = N(e) mit % < 5. Sei S eine beliebige RS-Summe beziiglich

einer gemeinsamen Verfeinerung Z von Z(1) und Z(1), so gilt:
1 1 2
|Sn — Sm| < |Sp =S|+ |S =S| < —4+—< = <e.
n m- N

Das heifit: Ym,n > N gilt |S, — S| < e. Sei I :=lim,, . Sy, und £ > 0. Wéhle ng = ng(e) € N
mit n% < Sund [Sy, —I| < 5.

Ist S eine beliebige RS-Summe von f beziiglich g zu einer Verfeinerung von Z(
der Definition von Z (n%)

), so gilt nach

1
no

1 €
1S —I| < |S = Spg| + [Sng — I| < — + = <e&.
no 2

Insgesamt gilt, dass fiir beliebiges ¢ > 0, eine Zerlegung Z. := Z(#(E)) von [a,b] existiert,
sodass fiir alle Z O Z (=) und fiir alle RS-Summen S von f beziiglich g zu Z |S —I| < ¢ gilt.

no(e)

Und laut der Definition existiert ff fdg. 1

Lemma 4.6. (Rechenregeln):

11



EI/abfdg<:>El/abgdf

In diesem Fall gilt die partielle Integrations-Formel:
b b
[ tdg+ [ gt = 109(0) - sygla)

2. Das RS-Integral ist linear, dass heifit, wenn die Integrale f; fidg und f; fdg; existieren
(i = 1,2), dann existieren auch die folgenden Integrale, und es gilt

b b b
/ A fi + Aafa)dg = M / frdg + N / Jodg,

b b b
/ FAOmgr + Nogs) = M / Fdgr + Ao / fdga.

/abfdgz/acfdg+/cbfdg

wobei das linke Integral genau dann existiert, wenn die beiden rechtsstehenden Integrale
existieren.

3. Fiir a < ¢ < b gilt

Beweis Beweis mit Cauchyschem Integrabilitatskriterium. W

Definition 4.7. (Schwankung): g : [a,b] — L heifit auf [a, b] von beschrinkter Variation,
oder g € BV ([a,b]), wenn gilt:

k
(9) :==sup > llg(t;) — g(t;—1)l| < oo,
z

wobei Z alle Zerlegungen a =ty < t; < --- <ty =b, k € N, von [a, b] durchliuft. Hier bedeutet
|| - || die euklidische Norm.
Lemma 4.8. g = (g1,...,94) € BV([a,b]) &> g; € BV([a,b]) Vj =1,...,d.

Beweis Fir j =1,...,d gilt:

k

k d k
> lgiti) — gi(ti1) Z g(ti-1) ZZ gi(ti) = gulti-1)]

i=1

Diese Ungleichung zeigt die beiden Richtungen. M

Lemma 4.9. Im Fall d =1 gilt g € BV (]a, b]) genau dann, wenn sich g darstellen ldsst als

g(t) = @1(t) — p2(t) = (—pa(t)) — (—¢1(t))

mit auf [a,b] monoton steigenden Funktionen ¢; und @s.

Satz 4.10. Seien f : [a,b] — L, g : [a,b] — L gegeben mit f € C([a,b]), g € BV ([a,b]).

12



Dann existiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich g, also 3 fab f(t)dg(t).

Im Falle L =R und f = (f1,...,f4), 9= (91,...,9q)" gilt

/abfdgzjzd;/abfjdgj,

wobei auch rechts alle Integrale existieren.

Im Falle L=Cund f = f1 +1ifs, g = g1 +ig2 gilt

b b b b b
/ Jdg = / frdgs — / fodgs + i / fodg + i / Frdgs,

wobei auch rechts alle Integrale existieren.

Allgemein gilt:

/ b ag < [ @IdT ) < KTV (),

wobei Vt € [a,b], || f(t)| < K.

13
2014V(9))

also folgt nach einem Satz aus der Analysis 1, dass f gleichméBig stetig auf dem Intervall [a, ]
ist. Das heift, fiir beliebiges £ > 0 existiert ein ¢ > 0, sodass fiir alle x,y € [a,b] mit |z —y| < I
|f(x) — f(y)]| < € gilt. Wéhle Z(e):a=to <ty <---<tp=bmitt, —t,_1 <o, v=1,...,k
und sei

Beweis Seie > 0 beliebig und € := . f ist stetig auf einem kompakten Intervall [a, b],

k

S(e) = f(ts) - (9(ts) — g(tv—1)).

v=1

Seien S, S” RS-Summen von f beziiglich g nach Verfeinerungen Z, Z’ von Z(¢), dann lisst sich
die RS-Summe S darstellen als

kE 7
S =33 FE) - (at) - 9()
v=1 p=1
mit
o =t <t <<t =1, 7, <o) <),
w=1,...,r,,v=1,..., k. Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt

k 7
[S=8@E) < Y3 IFE) = fE)ll - lgt) — o)

v=1 ;L*l

sZZugt” gt >||<sv<>

v=1p=1

IA
w\m

Analog gilt: [S" — S(e)| < §. Dann gilt insgesamt |S — S| < €. Aus dem Satz 4.5. folgt die
Existenz von ff fdg und analog aller Integrale f; fidgj, j=1,...,d, falls L = R, bzw. ff fvdgy,
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v, = 0,1, falls L = C. Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung:

k k
Zf(Tl/) (g(tu) - g(tu—l))‘ < Z Hf(TV)H : Hg(tu) - g(tV—l)H
v=1 v=1

k ty k ty ty—1
< IFEILY (9 = Y@V -V (9)
v=1 YT v=1
gilt die obige Abschitzung fiir jede Riemann-Stieltjes-Summe. M

Fiir den eindimensionalen Fall gilt die folgende Aussage:

Satz 4.11. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Ist f € C(I) und g € BV (I), so existiert das
Integral f; fdg, und es besteht die Abschétzung

b b
[ sas] <111 Vo

Beweis [ ist auf einem kompakten Intervall I stetig, und geméafl des Satzes aus der Analysis
1ist f auf I gleichméBig stetig. Also es gilt: Ve > 0, 3§ > 0: | f(s) — f(¢)| < e mit |s —t] <.
Wihle eine Zerlegung Z(¢) = (r0,...,7¢) mit [Z(e)] < ¢ und eine zugehorige RS-Summe
o(f,Z(€),p,g), etwa mit p; = r;. Nun sei Z = (to,...,t,) eine Verfeinerung von Z(¢), und
es sei etwa t,, = r1. Der erste Summand von o(f, Z(¢), p, g) lésst sich in der Form

m

fr1)(g(r1) = g(ro)) = Z fr1) (g(ts) — g(ti1))

schreiben.

Da die ersten m Zwischenstellen 7; von o(f, Z,7,9) in [a,r1] liegen und da 1 —a < § ist,
gilt |f(m) — f(r1)| < €. Deshalb erhélt man fir die Differenz zwischen dem ersten Glied von
o(f, Z(e),p,g) und den ersten m Gliedern von o(f, Z,7,g) die Abschitzung

D (flr1) = £7) (9(t:) — g(ti1))| < eVi(g).
i=1
Verfahrt man mit den Teilintervallen [rq,72],...,[rq—1,74] entsprechend, so ergibt sich

0(f.2.7.9) ~ o(£.2(0). p.9)| < V().

Fiir beliebige Zerlegungen Z, Z" D Z(e) ist dann

|U(faZaTvg)70’(!}072/77—,79” < |O-(fvza7_vg)70-(f72(5)7pvg)|
+ |o(f,2",7,9) = a(f. 2(), p,9)|
<

b
2eV (g)

Also ist (o(f, Z,7,g)) ein Cauchy-Netz, und f; fdg existiert. Fine einfache Abschétzung:

b
o (£, 2,7 9) < 1Flloo - D 19(ts) = g(tim1)| < [ Flloc - V(9)-
ergibt die behauptete Ungleichung. W
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4.3 Weitere Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Satz 4.12. (Transformation in ein Riemann-Integral): Sei I = [a,b] ein kompaktes
Intervall. Sei f : I — R Riemann-integrierbar und sei ¢ € C'(I), also auf dem kompakten I
stetig differenzierbar. Dann existiert f; fdg, und in diesem Fall gilt:

/a ' g = / ' fda.

Beweis Da f Riemann-integrierbar ist, ist f auf I beschrénkt: 3K > 0: |f| < K.

Da g € C1(I), also stetig differenzierbar ist, ist ¢’ € C(I), dann gilt auch, dass ¢’ auf dem kom-
pakten Intervall I gleichméfig stetig ist. Das kann man mit dem ¢ — §-Kriterium argumentieren:
Ve > 0,36 > 0: |¢ (1) — ¢'(7')] < e mit |[r — 7| <6.

Sei | Z] < 0. Nach dem Mittelwertsatz kann man o(f, Z,7,¢g) in der Form

k k

o(f,2,7,9) = Zf(n)(g(ti) —g(ti-1)) = Zf(Ti)gl(Ti,)(ti —ti_1)

i—1 i=1
schreiben, wobei 7/ € [t;—1,;] ist.

Vergleiche man dies mit der Zwischensumme

k
o(fg, 2, 7)=>_ f(r)g ()(ti — ti1)
=1
zum Integral fab fq'dt:
. k k
lo —o| = ;f(ﬁ)(g (13) = 9'(7a))(t: — ti1) < K; l9'(7;) — g’ (7i)| -(ti — ti-1) < Ke(b— a).

<e

Da diese Ungleichung fiir alle Zerlegungen mit |Z| < § gilt, also insbesondere fiir alle Verfeine-
rungen einer fest gewéhlten solchen Zerlegung, sind die beiden Integrale gleich. W

Lemma 4.13. Jedes Integral fab fhdt lasst sich als RS-Integral

b b ¢
| smod = [ g, mit o) = [ nis)as
schreiben, falls f Riemann-integrierbar und h stetig ist.
Hat g an ¢ € [a, b] eine Sprungstelle mit Sprunghohe «, so ist g — al(c o) an c stetig.

Satz 4.14. Ist f iiber [a,b] Riemann-integrierbar und g auf [a, b] mit Ausnahme endlich vieler

Stetigkeits-oder Sprungstellen ¢y, - - - , ¢, differenzierbar und gilt f: |¢'(z)|dz < o0, so folgt
b b n
[ tda= [t @is+ Y asste).
a a j=1
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wobei «; die Sprunghdhe von g an ¢; ist.

Beispiel 4.15.

2 T +2 —2<zr< -1
/ xzdg(x) mit g(z)=4q 2 -1<z<0
-2 ?—3 0<z<2

1.Methode: Teilung des Intervalls an den Sprungstellen von g. (Sprunghohen: jeweils 1 bzw. -5)

/Zxdg(x) - /21 (z+2)+ /ledu/:md(xz—3)+1<—1)+<—5)-o
/.

1 2 2,1 3,2
xdx+0+2/ xQdmflzx—) +2.“¥‘ _1
9 0 212 3 1o

1 8 17
= - —242.--1=—"
3 °te3 6

2.Methode: Partielle Integration
2 9 2
[ wds@) = a9~ [ g
) —2
-1

_ (2.(22_3)—(—2)(—2+2))_/_2 (x+2)dx—/_012dm—/02(x2—3)dx

T G ¥ A G
_ 2_(%_2—2+4)—2(1)—(§—6):%

Fiir den mehrdimensionalen Fall gilt:
Satz 4.16. Sei G C R?, d € N, ein Gebiet und seien f : [a,b] = R™, g: G — R™, h: [a,b] — G

gegeben mit
f e C(a,b),g € CHG),h e C(la,b]) und h € BV ([a,b]).

Dann gilt: goh € BV ([a,b]) und mit ¢’ € R™*? existiert das Integral von f beziiglich go f und

es gilt
/f )dg(h /f an(t).

Beweis Sei zuniichst m = 1 und h = (hy,--- ,hg)T.

1. Es ist C := {h(t) : t € [a,b]} kompakt, also p := dist(C,0G) > 0 und M = {x € G:
dist(z,C) < £} kompakt.

Da h auf [a,b] gleichmiBig stetig ist, gilt: Iy > 0 : Vi, ¢ € [a,b], [t — t'| < no gilt
Ih(t) - B < &.
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Sei Z:a =1ty <ty <--- <ty =beine Zerlegung von [a,b] mit t, —t,_1 <no, v =1,..., k.
Fiir diese v ist die geradlinige Strecke [h(t,—1),h(t,)] C M. Fir v = 1,...,k gilt gemé&s
Mittelwertsatz, dass es ein y, € [h(t,—1), h(t,)] existiert mit

d
g9(h(t)) — g(h(ty—1)) = Zgzj () (hj(t) = hj(t—1)) = gradg(y,) - (h(ty) = h(t,-1))-

Mit ||gradg(z)| < K = K(M), Yo € M und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:

l9(h(t,)) = g(h(t,—1))| < K|[h(ty) = h(t,-1)]-

Wegen der Dreiecksungleichung kann jede Zerlegung Z von [a,b] 0.B.d.A. so fein ange-
nommen werden, dass p(2) := max,—1__x(t, —tu,—1) < no gilt. Daraus folgt:

k
> lg(h(t,)) = g(h(ty-1) !<KZIIh tr—1) <KV(h)
v=1
also gilt:
b b
Vig(h)) < KV (h)

. Geméf 1. und Satz 4.10. existieren alle obigen Integrale. Es ist nur noch die Gleichheit
zu beweisen. Mit Definition des RS-Integral existiert eine Folge von Zerlegungen :

Z,a= tén) < tgn) - < t(T(L)) b
und
M e (" ™) mit p(Z,) — 0 (n— o0)
und
k(n) b
Sp = f(ngn))(g(h(tVn))) - / f(t)dg(h(t)) fir n— oo
v=1 a
und
d k(n)
=3 FE) g, (B(rS)) (R (857) — hy () Z / F(t)gz; (h(t))dh;(t)
j=1 v=1

fiir n — oo.

Es geniigt also, zu zeigen, dass S,, — T,, — 0 fiir n — oo.
. Da u(Z,) — 0 fir n — oo, folgt mit den Bezeichungen aus 1.: 3Ny € N : Vn > Ny
#(Z2) < 1o, folgt:

Vn > No und fiir v = 1,...,k(n) ist die geradlinige Strecke [h(t(n_)l), h( f,n))] C M.

v

n)

Vn > Npund fiir v = 1,. .., k(n) existiert geméf Mittelwertsatz ein yi e [h(t(y_l), h(t(yn))]
g(h(r)) - Zg% o) (s (1) = hy(20)).
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Daraus folgt :

d k(n)
Sn =T =3 15 (Gay (457) — gy (BT (g (157 — B (1))
j=lv=1

Aus der gleichméfligen Stetigkeit von A folgt:

max ||y — h(r{M)|| < max ||y — h(t)]| + max ||h(t0) — B(r™)] "= 0.
H v v v v 12 v

Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von g,; auf M, j =1,...,d folgt fiir n — oo

5§n) = max|gz]( (n )) 9a; (h(n(”)))l — 0.

Dann gilt fiir n — oo

d k(n)

S0~ Tal < 3 > max )=y (r) = ()] < anax | ) Sl ()

]1V1 ]:1

Damit ist
b d b
/ f®)dg(h(t) = / f(@)gz; (h(t))dh;(t)
a j=174a

b b
= /f(t)gradg(h(t))dh(t)Z/ F(&)g (h(t))dn(t)

bewiesen.

4. Fir m € N, m > 1, gilt g, o h € BV([a,b]) und die eben bewiesene Formel fiir jede
Komponente g, f,,v =1,...,m von g bzw. f. Daraus folgt g o h € BV ([a, b]) und

b m b m b
/ fHdght) = S / £ (B (h(£) = 3 / £ (£)gL (h(1))dh(2)
a =172 v=179a

b m b
= /ny(t)g'u(h(t))dh(t):/ F@&)g (h(t))dh(t).

Damit ist der Satz bewiesen. W
Satz 4.17. Sei G C C ein Gebiet und f : [a,b] — C, g : G — C, h : [a,b] — G gegeben mit

feC(ab)), g€ HG), ¢ € C(G), h e C(la,b]) und h € BV ([a, b]). Dann existiert das Integral
von f beziiglich g o h und es gilt

/fdg /f dh(t).
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Beweis Wegen der Linearitét des Integrals sei 0.B.d.A. f reellwertig. Mit g = ¢1 + ig2 und
h = hi + the gilt:

b . b b
/ﬂwmw>@'/ﬂwmwwmjﬂwmw»
416

b
/mmx )dha /fmy Vdha(h)

i(/abf(t)gm( t))dhy(t / f() g2y (h(t))dho(t ))

Mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen g1, = —g2, und g2y = g1, folgt:

b
/ﬂMW@) /f (910 (h(1)) + igaa (h(1)))d (R (1) + iha(t))

(/fmywwmmw

Damit ist der Satz bewiesen. W

Satz 4.18. Seien f : [a,b] — L, g : [a,b] — L (L = C oder L = RY) gegeben mit f € C([a,b])
und g € C([a,b]). Dann existiert das Integral von f beziiglich g und es gilt

[ o=

Beweis

1. Falls L = R, so setze man g stetig differenzierbar fort auf R. Mit h := id|, folgt die
Behauptung aus 4.16. mit m =d = 1.

2. Falls L = R% d > 1, soist mit f = (f1,...,f4), 9= (91,...,94)"

LU@ Z/ﬁd% Zjﬁy%dt/f

3. Falls L = C, so sei wegen der Linearitit des Integrals oBdA f reellwertig. Mit g = g1 +1igo

gilt
b b b
/ﬂww>=/fwmm+yfmm@

/fglwﬂ/f )t = /f

Damit ist der Satz bewiesen. W
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4.4 Mittelwertsitze fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Ist g wachsend, so sind die in den RS-Summen auftretenden g-Differenzen nichtnegativ. Aus
f1 < fa folgt also o(f1, Z,9) < o(f2, Z,g) und eine entsprechende Ungleichung fiir die Integrale.
Wendet man dieses Ergebnis auf die Ungleichungen inf f(I) < f(¢) < sup f(I) an, so ergibt sich
ein

Satz 4.19. (Erster Mittelwertsatz): Existiert fab fdg und ist g in I = [a,b] wachsend, so ist
[ st =n [ ds = o) ~g(@)) miv int 1) < < swp (1)
Ist f stetig, so gibt es ein & € I mit pu = f(&).

Satz 4.20. (Zweiter Mittelwertsatz): Die Funktion f sei im Intervall I = [a,b] monoton,
und g sei stetig in I. Dann existiert das Integral f; fdg, und es gibt ein ¢ € I mit

b
/ fdg=f / dg + 1 (b) / dg = £(a)(g(c) — 9(a)) + () (a(b) — g(c))-

Beweis Man kann annehmen, dass f wachsend ist. Das Integral ff gdf existiert. Nach dem
ersten Mittelwertsatz hat es den Wert g(c)(f(b) — f(a)) mit ¢ € I. Nach dem Satz iiber partielle

Integration existiert das Integral ff fdg, und es gilt

b b
/ fdg = fal’, / gdf = FB)g(b) — f(a)g(a) — g(e)(f(b) — F(a).

Das ist gerade die behauptete Gleichung. H

5 Anwendungen

5.1 Funktionalanalysis

Wie erwéhnt spielt das Riemann-Stieltjes-Integral eine wichtige Rolle in der Funktionalanalysis.

Satz 5.1.(Darstellungssatz von Riesz): Sei £ € (C[0,1]) und L eine Hahn-Banach-
Fortsetzung zu einem Funktional L € (£°[0,1])". Setze y = 1o, € £°°[0,1]. Dann gilt:
C[0,1] C lin{y; : t € [0,1]}. Setze g(t) = L(y;), dann ist g von beschrinkter Variation und
das Funktonal ¢ hat die Darstellung

1
Uz) = /0 x(t)dg(t), vz € C[0,1]

als Stieltjes-Integral.
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5.2 Mafl-und Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei (2, 6,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (R, ) ein Messraum. Sei X : (12,6,P) —
(R,B) : w +— x eine reellwertige Zufallsvariable. So ist PX ! das durch X induzierte Maf
auf (R,®B). Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(©, 6, P) ist, im Fall der Existenz, definiert als

E[X] = /Q XdP.

Laut dem Transformationssatz bekommt man

E[X] :/QXdIP’:/QX(w)dIP’:/RdeP’X_l.

Sei Fx die zu dem Mafl PX ! gehorigen Verteilungsfunktion und sei F, stetig differenzierbar.
Dann stimmen wegen der Existenz des Integrals in beiden Sinnen das Lebesgue-Integral und
das Riemann-Stieltjes-Integral iiberein, und es gilt:

/deX—lz/ xdFX:/ zfx(z)dz.
R — 00 —00

Also man kann den Erwartungswert mit dem Riemann-Stieltjes-Integral, als auch mit dem
Riemann-Integral berechnen.

5.3 Naturwissenschaft

Man kann mit dem Riemann-Stieltjes-Integral eine physikalische Vorstellung verbinden. Man
denke sich das Intervall [0, 1] mit punktférmig oder kontinuerlich verteilter Masse belegt. Be-
zeichnet ¢(t) die im Intervall [0, ] enthaltene Masse, so entspricht der g—Differenz g(t;) —g(ti—1)
die Masse im Teilintervall [t;_1,t;]. Es lassen sich dann die Gesamtmasse M und der Schwer-
punkt S dieser eindimensionalen Massenverteilung in einheitlicher Form

1 1 1
M=|dg, S=—-[ td
| da s=;- [ rag

angeben, wihrend bisher die Sonderfiille von Massenpunkten bzw. kontinuierlich verteilten Mas-
sen gesondert durch endliche Summen bzw. Riemannsche Integrale beschrieben wurden.

6 Ausblick

In der Finanzmathematik brauchen wir die Integration nach dem Pfad einer Brownschen Be-
wegung:

T
| sz,
0
Das heifit, wir wollen die Funktion g durch den Pfad einer Brownschen Bewegung ersetzen.
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6.1 Integration nach einer Brownschen Bewegung

Wir bezeichnen B = (By;,t > 0) als Brownsche Bewegung. Wir haben gelernt, dass die Pfade
einer Brownschen Bewegung von unbeschriinkter Variation auf [a,b] C RT sind, das heifit:

n
supz |Btk,Jr1 — By, | =00, P-—fs,

wobei das Spremum iiber alle Zerlegungen von [a, b] gebildet wird. Man kann daher, selbst fiir
stetige Funktionen f, ein Integral f; f(t)dBy nicht als Riemann-Stieltjes-Integral definieren.

Aber die beschrinkte Variation von ¢ ist nicht notwendig fiir die Existenz des Riemann-Stieltjes-
Integral fab f(t)dg(t). Einige schwicheren Bedingungen fiir die Existenz von fab f(t)dg(t) sind

nicht so bekannt, aber sie wurden schon gefunden.

Definition 6.1. Eine reellwertige Funktion f heifit auf [a,b] von beschrinkter p-Variation
fiir ein p > 0, wenn gilt:

sup Y [f(t:i) = f(ti1)|P < o0,
=1

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen 7 von [a, b] gebildet wird.
Im Fall p =1 ist die Funktion f von beschrinkter Variation.

Satz 6.2. Das Riemann-Stieltjes-Integral fab f(t)dg(t) existiert, wenn die folgenden Bedingun-
gen erfiillt sind:

1. die Funktionen f und g haben keine gemeinsamen Unstetigkeitsstellen
2. die Funktion f ist von beschriankter p-Variation und die Funktion g ist von beschrinkter

g-Variation fiir p,¢ > 0 mit p~ ' +¢7 1 > 1

Die Pfade einer Brownschen Bewegung (B¢):>0 sind von beschrénkter p-Variation fiir p > 2 und
von unbeschrinkter p-Variation fiir p < 2.

Sei f(t) eine deterministische Funktion auf [0,7] oder ein Pfad einer stochastischen Prozesses

f(t,w). Sei f von beschrinkter Variation mit der beschrinkten Ableitungsfunktion f/(¢). Dann
kann man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwenden:

f(@) = f() < K(t—s), s<t,

wobei K > 0 eine von f abhingige Konstante ist. Dann gilt

supZ\f t11\<KZ i —ti—1) = K < oc.

Also ist f von beschrinkter Variation. Mit dem obigen Satz kénnen wir das Riemann-Stieljes-
Integral fo (t)dB;(w) definieren.
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Satz 6.3. Sei f eine deterministische Funktion oder ein Pfad eines stochastischen Prozesses.
Sei f differenzierbar mit einer beschréinkten Ableitungsfunktion auf [0,7]. Dann existiert das

Riemann-Stieltjes-Integral fo (t)dBy(w) fiir jeden Pfad der Brownschen Bewegung By(w).

Wir kénnen zum Beispiel die Integrale

T T T
/ eldBy(w), / sin(t)dBi(w), / tPdBi(w), p >0,
0 0 0

als Riemann-Stieltjes-Integral definieren.

Es ist im Allgemeinen falsch, dass man fOT f(t)dB;(w) fiir jeden Integrand f als ein Riemann-
Stieljes-Integral nach einem Pfad einer Brownschen Bewegung definieren kann.

Aber unser Ziel ist, die Integrale fOT f(t, B;)dB(w) fiir alle stetigen deterministischen Funktio-
nen auf [0,7] zu definieren. Mit der Theorie des Riemann-Stieltjes-Integrals kann man dieses
Ziel nicht erreichen, weil die Pfade der Brownschen Bewegung von unbeschriankter Variation
auf allen Intervallen sind. Deswegen brauchen wir eine andere bessere Integrationstheorie, das
[to-Stratonovic-Integral.

6.2 Beispiel

Sein €N, 0=1y <ty <---<t,und eg,e1,- - ,e,—1 Zufallsvariablen. Sei
Z Dty 20, weQ
§=0

Man versucht das Integral mit dem Riemann-Stieltjes-Integrationsbegriff zu definieren:

n—1

T
/0 () dBi(w) = 3 e5(@)(Buy o nr() — By ar(@))

.
Il

Als Approximation von (¢,w) — B;(w) betrachten wir

Ld) = Z Bt]' (w)]l[tj7tj+1)(t) und 902 t w Z Bt]+1 ]+1)(t)'

Dann gilt

T n—1 n—1
B[ / (04B,] = Y EIB,, (By,, 1 — Biar)] = 3 BIB, | BBy, ar — Biyr)] = 0
0 §=0 i=0"p

unabhéngig vonBtj

und durch die Umformung By, , = Biar + (B, ., a1 — Biyar) + (Btjy — Biynr)

B[ [ " a(taB]

1
E[Btj+1 (Bt]'+1/\T - Btj/\T)]

3
|

3 .
Il
- O

= E[(Btj/\T + (Btj+1/\T - Btj/\T) + (Btj+1 - Btj+1/\T))(Btj+1/\T - Btj/\T)}
0

.
Il

unabhingige Zuwichse

n—1 n—1
= Y El(Bijar — Byar)’l =D (tja AT —t; AT) =t AT
j=0 =0
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Dies gilt fiir jedes n und jede Wahl von 0 =ty <t; < -+ < ty.

Es kann eine Version der Brownschen Bewegung gewéhlt werden, so dass alle Pfade stetig sind,
also in [0, T'] gleichméfBig stetig. Fiir k € N, t > 0, w € {2 sei

2k—1
Pt w) = ZB%(W)]}‘[J'T (]-+1)T)(t)
=0

; ok ok
2k—1

okt w) = Z B<j+1)T(W)]1[£ (J’+1)T)(t)'
=0 2k 2k’ 2k

Dann gilt Vi € {1,2}, w € Q

sup |Bi(w) — pik(t,w)] — 0 fiir n— oo.
t€[0,T)

Die Approximation von
T n—1
/0 f(tw)dBi(w) durch 3 F(E,w)(Byar(@) — Byar(w)) mit €€ [, t4]
§=0

ist von der Wahl von t* abhéingig:

1. Die Wahl ¢7 = ¢; (linker Randpunkt) filhrt zum Ito-Integral.

2. Die Wahl ¢7 = % (Intervallmittelpunkt) fithrt zum Stratonovic-Integral.

Ist ¢ > 5, so ist (fir T > tj11) BZ‘j nicht unabhéngig vom Zuwachs By, , — B, enthélt also
Informationen iiber den Zuwachs.
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